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Книга является переводом с немецкого книги Абрагама „Твеоге 4ех 
Еек 171686“ в переработке Беккера. Она посвящена изложению основ теопии 
электпичества в векторном изложении. В вводной главе даны основные све- 
дения без векторного анализа. Далее идет изложение теории электрического 
и магнитного полей. В конце книги изложены начала максвелловской теории 
электричества. 

Кнчга является учебным пособием по теории электричества для вузов 
и втузов. 


ПИООИ 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ВОСЬМОМУ ИЗДАНИЮ. 


В 1894 г. появилозь „Введение в теорию Максвелла“ Фепиля. Через 
десять лет вышло заново переработанное Максом Абрагамом второе 
издание, в качестве первого тома его „Теории электричества“. С тех 
пор для целого ноколения физиков „Абрагам и Фепиль“ был самым ходо- 
вым руководетвом при изучении основ теории электричества. Большое 
число изданий, появившихся еще при жизни Макса Абрагама, свиде- 
тельствует о том, как высоко ценитея его книга преподавателями и уча- 
щимися. 

В новом издании я считал своей обязанностью в основном сохранить 
оправдавший себя общий план книги; некоторые места остались без 
изменения. Однако внутри отдельных глав я решил произвести суще- 
ственные изменения; при этом я старался сильнее оттенить конкретное 
физическое содержание по сравнению с чисто формальными утвержде- 
ниями теории. Для большей наглядности изложения число рисунков 
увеличено более, чем в пять раз. 

По сравнению со старыми изданиями добавлены $55 40 и 41, касаю- 
иеся электрострикции, а также 55 74 до 76, касающиеся термодина- 
мики энергии поля. Теория скин-эффекта развита далее ($ 66), теория 
волн вдоль провода распространена на случай конечного сопротивле- 
ния проводов (55 69и 70). К изложению величин переменного тока при- 
менена употребительная в технике векторная диаграмма. Совершенно 
выпущено изложение электрических токов как циклической системы. 
Содержание двух последних глаз последних изданий (ферромагнитные 
тела и явления индукции в движущихся телах) частью перенесено 
в другие места текста. 

В выборе единиц мер я всецело придерживалея последнего издания 
Абрагама. Веюду применяется Гауссова, система мер, в которой плотность 
эпергии в пустоте равна й 
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‚ и которая диэлектрическую постоянную и магнитную проницаемость 
пустоты полагает равной единице. В настоящее время невозможно уло- 
влетворить в выборе системы мер требованиям одновременно электро- 
техники и физики, потому что „электротехническое“ и „физическое“ 
понимания теории Максвелла, различаются не только обозначениями, но- 
и но существу. При этом техническое понимание гораздо теснее при- 
мыкает к первоначальной форме теории Максвелла — Фарадея, чем 
к современной физике. 


6 Е Предисловие 


Электротехник считает (и в пустоте) векторы Е и № величинами, 
различными по существу и находящимися в таком же соотношении, как 
растягивающее усилие и растяжение в теории упругости. С этой точки 
зрения является, конечно, сомнительным, когда в изложении основных 
положений множитель пропорциональности е в еоотношении Ю ==Е 
полагается для безвоздушного пространства равным единице, и когда 
благодаря этому искусственно достигается одинаковость в размерности 
величин О и ®Ю. Наоборот, современная физика совершенно отказалась 
от того принципиального различия между № и Е, которое было тесно 
связано с механической теорией эфира. Она считает электромагнитное 
состояние в любой точке безвоздушного пространства вполне описан- 
ным заданием одного электрического вектора В и одного магнит- 
ного вектора В (или Н). Существующее в Гауесовой системе мер числен- 
ное совпадение Н и Т (в пустоте) для физика является не результа- 
том произвольного определения, а выражением действительного тожде- 
ства обеих величин. Напротив, введение отличных от единицы диэлек- 
трической постоянной и магнитной проницаемости в пустоте ему кажется 
искусственным вычислительным приемом электротехника, с помощью 
которого последний приводит формулы к виду, удобному для его прак- 
тических целей. 

В конце книги помещена наглядная сводка главных формул. 

Считаю своим долгом сердечно поблагодарить инж. Орована за его 
неутомимую и ценную помощь при обработке книги, а также за чтение 


корректур. 
Берлин, Февраль 1980 г. Р. Беккер. 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ДЕВЯТОМУ ИЗДАНИЮ. 


Девятое издание дополнено собранием примерно 100 задач с реше- 
ниями. В остальном, за исключением небольших поправок и испразвле- 
ния опечаток, оно представляет перепечатку восьмого издания. Каждому 
читателю, который желает хорошо овладеть основами теории электри- 
чества, рекомендуется внимательная проработка задам. 

Утомительный труд подбора и обработки задач произведен глав- 
ным образом инж. Орованом, которому я приношу глубокую благодар- 
ность. 


Берлин, Февраль 1932 г. _Р. Беккер. 


ВВЕДЕНИЕ. 


Теория электрических и магнитных явлений основывалась до высту- 
пления Макевелла на представлении дальнодействия между телами, 
наэлектризованными, намагниченными или такими, по которым текут 
электрические токи. В этом отношении отклонялиеь от воззрения всех 
физиков только воззрения Фарадея. Но Фарадей не владел мате- 
матическим анализом настолько, чтобы дать своим предетавлениям 
исчерпывающую и свободную от противоречий форму, которая возвы- 
сила бы их до степени теории; впрочем, его предетавления об электри- 
ческих явлениях и их описание имели все же математический харак- 
тер, хотя он при этом и не пользовалея математическим языком фор- 
мул. Только Макевеллу удалось это, и он создал, облекая идеи Фарадея 
в строго математические формы, учение, которое в самом основании 
своем существенно отличалось от теории дальнодействия, при даль- 
нейшем же своем развитии отклонялось от нее все дальше. 

Открытия Генриха Гертца дали доказательство того, что действи- 
тельно в диэлектрике, в частности в безвоздушием пространстве, про- 
исходят электромагнитные процессы. С тех пор основные предетавле- 
ния теории Максвелла были приняты всеми физиками. Каковы же те 
признаки, которые отличают Макевеллову теорию поля от теорий даль- 
нодеиствия? 

Основными представлениями учения Максвелла можно считать 
следующие: 

1. Представление, что электрические и магнитные действия тела 
на другое отделенное от него тело происходят посредетвом промежу- 
точного пустого или заполненного материей пространства. 

2. Что место нахождения электрической (соответственно — магнитной) 
энергии нужно искаль не только в наэлектризованных, намагниченных 
телах или телах, по которым текут электрические токи, но также — 
и в значительно большей степени —в окружающем поле. 

3. Что электрический ток в незамкнутой цепи дополняется током 
смещения в диэлектрике до замкнутого потока, и что этот ток омеще- 
ния так же, как и ток проводимоети, сопровождается соответетвенным 
магнитным полем. 

4. Что поток магнитной индукции не имеет никаких источников, 
т. е., другими словами, что нигде не может проявляться „истинного“ 
магнетизма. | 

5. Что световые волны суть электромагнитные волны. 

Сам Максвелл дал уравнения поля между прочим и в терминах. 
теории кватернионов; однако, в основном он пользуется обычными ирямо- 
угольными координатами. Но при последнем способе связь между фор- 
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`мулами делается более сложной. Большая наглядность достигается при 

примевении векторного исчисления. Затруднения, связанные © изуче- 
нием векторного исчиеления, с избытком уравновешиваются теми 
преимуществами, которые дает этот метод. Это есть действительно 
единственный метод, который с легкостью приспособляется ко всем 
требованиям задачи, когда речь идет о том, чтобы точно выразить 
представления Фарадея о потоке сил. Мы ставим поэтому теорию век- 
торов и векторных полей во главу этой книги. Данный способ пред- 
ставления применяется теперь почти всеми исследователями, работаю- 
щими в области электродинамики. Этим методом, который полезен 
также в механике твердых тел и в гидродинамике, мы всюду будем поль- 
зовалься в следующих главах. 


\ 
А. ВЕКТОРЫ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ. 


1. ВЕКТОРЫ, 


8 1. Определение вектора. Уравнения физики являются в колеч- 
ном счете соотношениями между непосредственно измеряемыми вели- 
чинами. Измерение показывает, сколько раз в измеренной величине 
содержится мера, принятая за единицу. Единицу измерения можно 
выбрать произвольно. Но можно также свести ее к ранее установлен- 
ным единицам, е которыми она связана некоторым уравнением. Реше- 
ние этого уравнения относительно новой единицы называют ее размер- 
ностью по отношению к остальным елиницам. Так называемая абео- 
лютная система мер строится на трех основных единицах: единицах 
длины, массы и времени. Но каковы бы ни были единицы, положен- 
ные в основу системы, всегда обе части уравнения должны быть 
равны не только по своему чиеленному значению, но и по размер- 
ности. В самом деле, различие размерностей имело бы следствием, 
что при изменении основных единиц нарушилось бы равенетво чиелен- 
ных значений. Это требование используется в практике физического 
вычисления как первая проверка правильности уравнения. 

Простейшие физические величины вполне определяются при вы- 
бранной единице меры посредством одного числа. Они называются 
скалярами. Таковы, например, масса, темпералура, градус Цельсия. 

Существуют однако величины, которые не принадлежат к классу 
скаляров. Так, для установления конечного положения точки, одви- 
нутой из некоторого начального положения, необходимо знание трех 
чисел, —екажем, трех прямоугольных координат по отношению к осям, 
проведенным через начальную точку. Можно было бы с самого начала 
производить вычисления со скалярными составляющими смещения, не 
вводя формально новых величин. Но таким образом нельзя было бы, 
во-первых, выразить вполне понятное физически единство смеще- 
ния; во-вторых, избранием координатной системы с самого начала 
вносится чуждый элемент, который с самым смещением ничего общего 
не имеет. Поэтому мы введем смещение как величину нового рода и 
установим для нее правила вычисления. Только в том случае, когда, 
‘мы от формул перейдем к определению численных значений, будет 
необходимо вводить определенную координатную систему. 

Будем называть векторами прамолинейные смещения точек, аравно 
и все физические величины, совокупность конх может быть изображена 
в виде совокупности прямолинейных смещений, подобно тому, как 
значения скаляра предоставляются отрезками прямой; при этом вое 
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векторы удовлетворяют тем же правилам сложения, как и ивзобра- 
жающие их смещения. 

Со строгим признаком того, является ли величина вектором, мы 

познакомимся в $ 3. 

$ 2. Сложение и вычитание векторов. При определении вектора 

«ложение векторов было сведено к суммированию прямолинейных еме- 

щений. Раесмотрим два вектора А и В одинакового 

2 рода и размерности. Для того чтобы их сложить, 

представим себе движущуюся точку, находящуюся 

вначале в положении 1 (рие. 1). Пусть точке дано 

В сначала смещение (1, 2), которое по длине, направле- 

с нию и знаку представляет вектор А; затем из положе- 

2 ния (2) пусть она передвигается на расстояние (2,3), 

которое по длине, направлению и знаку представляет 

А вектор В. Результат получается тот же самый, что 

и при смещении из (1) в (3). Непосредственное прямо- 

1 линейное смещение из (1) в (3) называется равно- 

Рис.1. Сложение действующей или геометрической суммой 

двух векторов. 0б0их смещений (1, 2) и (2, 3). Она представляет век- 

тор 0, который, согласно определению & 1, являясь 

равнодействующей или суммой векторов А и В, должен быть 0бо- 


зчачен 
б—=А-НВ. (1) 


Если произвести сначала смещение В (рие. 2), а затем смеще- 
ние А, то движущаяся точка описывает путь (143), который вместе 
с путем (123) образует параллелограм. Следовательно, равнодейетвую- 
щшая смещений В и А, так же как и равнодействующая смешений А 
и В, представляется диатональю (13) 


этого параллелограма (рис. 2). 2 - 3 
Таким образом сложение векторов сле- А АЕ 
дует коммутативному закону: К Г 
геометрическая сумма двух у 4 
векторов не зависит от порядка 

слагаемых Рис. 2. Сложение и вычитание ' 


векторов. 
АВ=В-КА. (2) 


Закон параллелограма при сложении, представленный на рис. 2, 
характерен для тех величин, которые мы называем векторами. Суще- 
ствуют однако величины, которые также имеют длину, направление и 
знак, и которые тем не менее, в установленном здесь смыеле, нельзя 
рассмалривать как векторы, так как их сложение следует другому 
закону. Так, например, как известно из кинемалики, бесконечно малые 
вращения твердой системы вокруг неподвижной точки представляются 
векторами, ибо сложение таких вращений повинуется закону паралле- 
лограма; наоборот, конечное вращение нельзя рассматривать как век- 
тор, потому что сложение вращений совершается более сложным 
образом. Как учит статика, силы, действующие на материальную точку, 
следуют при сложении закону параллелограма. Значит, эти силы суть. 
векторы. 
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Если рассмотреть смещения, аддитивно сложенные из векторов А, 
В иС (рис. 3), то можно легко убедиться в том, что для сложе- 
ния векторов справедлив ассоциативный закон 


А-В -+4-А+®-0.. (3) 


На рис. 3 сумма трех векторов получалась путем построения 
четырехугольника, сторонами которого являются слагаемые векторы и 
их сумма. Аналогично этому для нахождения суммы ® векторов поль- 
зуютея векторным многоугольником, имеющим п--1 сторон, из ко- 
торых п сторон — слагаемые векторы, & одна сторона — их сумма. 

Спрашивается теперь, какое значение нужно придавать геометри- 
ческой разности двух векторов А и В?— Разность должна опре- 
деляться таким образом, чтобы для векторов, так же, как и для ска- 
ляров, имело место соотношение 


В—В=0. ы (4) 


Соответственно этому вектору—В должно соответствовать смеще- 
ние, которое уничтожает смещение В, возвращая движущуюся точку 
в начальное положение—хдругими слова- 
ми, смещение, равное по длине и одина- 5: 
ковое по направлению со смещением В, 
но обратное ему по знаку. Под геомет- 
рической разностью векторов А и В по- 
нимают геометрическую сумму векторов 
А и —В, и соответственно определяют 
вычитание векторов следующим Рис. 3. Сложение трех векто- 
образом: вычесть из вектора А ров. 
вектор В значит сложить век- 
тор А с вектором, равным по длине и одинаковым по 
направлению с вектором В, но противоположным ему 
по знаку. В параллелограме рис. 2 диагональ (18) представляет 
геометрическую сумму А--В, диагональ (42) — геометрическую раз- 
ность А — В. 

Вышеуказанные правила сложения и вычитания векторов фор- 
мально согласуются с законами обычной алгебры. 

$ 3. Единичные и основные векторы, составляющие. Под про- 
изведением А скаляра я на вектор а 


А = ва = аа (5) 


7 А+В+С 


понимают вектор, длина которого равна произведению численного зна- 
чения скаляра « на длину вектора а 


ТА | ==|9] [а]; (ба) 


направление его совпадает с веклором а, и знак одинаков с а или ему 
противоноложен, смотря по тому, являетея ли скаляр а положитель- 
ным или отрицательным. 
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Умножение векторов на скаляры следует правилам алгебры ска- 
лярных величин; коммутативный закон находит себе выражение в (5). 
Дистрибутивный закон также справедлив, т. е. 


(«-За=оа--Ва, а(а-РЬ)=оа-|- 0%. (5Ъ) 


Все векторы А одинакового направления можно выразить через 
вектор $ того же направления, но длиной ‘равной 1 


ыы ЕН (6) 


Здесь имеет место положительный или отрицательный знак, в завиеи- 
мости от того, одинаковы ли А и $ но знаку или противоположны. 
Вектор $, длина которого равназединице, называется единич- 
ным вектором. Условимея приписывать длине вектора его раз- 
мерность. Тогда единичному вектору $ 
(6) мы должны придать размерность от- 
влеченного числа. Единичным вектором 


0 
С. 
А В 
Рис. 4. Соетавляющая Аз от Рис. 5. Составляющая суммы А-В-С 
А по направлению. $8. по 8 равна сумме отдельных составляю- 
щих, 


пользуются для того, чтобы задать направление и, знак одного или 
нескольких параллельных векторов. 

Пусть будет дан (рис. 4) некоторый постоянный единичный вектор $ 
и любой вектор а, образующий е $ угол о. Составляющей век- 
тора а по направлению единичного вектора $ называют 
величину 


а, =а с039, (7) 
равную длине проекции вектора а на прямую единичного вектора $, 
взятую со. знаком плюсе или минус, смотря по тому, направлены ли 
проекция и $ в одну сторону или нет. 

Составляющая вектора есть скалярная величина. 
Если проекцию вектора ана прямую единичного вектора $ желательно 
охарактеризовать в отношении ее направления, то необходимо обра- 
зоваль произведение составляющей вектора а по $ на единичный век- 
тор 8. Выражение 


[2&| 03-8 


дает проекцию в виде вектора. 
Рассмотрим сумму трех векторов А, В, 0 


ЕВ: 


Пдиничные и основные векторы, составляющие 18 


Как следует из $ 5, составляющая ее по направлению единичного 
вектора $ равна 


А, В,-- С, 


т. е. алгебраической сумме составляющих векторов А, В, С по $. Этот 
результат можно обобщить для любого числа векторов и выразить 
следующим образом: составляющая геометрической суммы 


„любого числа векторов по направлению единичного 


к М" 


’правления совпадают с направле- 


вектора равна алгебраиче- 
ской сумме соответствую- 
ших составляющих отдель- 
ных векторов. $ 
Векторы любого направления и 
любой длины можно характеризовать 
их составляющими по направлению 
постоянных единичных векторов. Для 
этого пользуются тремя единичными 
векторами, не лежащими в одной 
плоскости. Примем три взаимно пер- 
пендикуларных единичных вектора 1, 
]}, К за основные. Пусть их на- 


ниями осей Прямоугольной системы 
координат. . 

Как известно, существуют две си- 
стемы осей 2, у, 2, которые на- Рис. 6. Ортогональные единич- 
зывают: одну— правой, а другую — ные векторы 1, }, К 
левой. Все правые системы можно 
привести к совпадению друг с другом, равно и все левые, но правая 
с левой совпаеть не могут. Отражением в координатной плоскости, 
как в зеркале, получают из правой системы левую, из левой— правую. 
Отражением в начале координат (поворотом всех трех осей в противо- 
положную сторону) из правой системы тоже получается левая, и на- 
оборот. Мы будем в дальнейшем всегда пользоваться выбранной 
Максвеллом правой системой. \ 

Она представлена на рис. 6. Оси #, у, 2, которые совпадают при 
этом с основными векторами 1, }, К, идут в такой последовательноети, 
что вращение от оси х к оси у, соединенное с поступательным дви- 
жением вдоль оси 2, приводит к винту с правой нарезкой. Положи- 
тельные направления осей х, у, 2 в правой системе изображаются 
большим, указательным и средним пальцами правой руки. 

Пусть составляющими вектора а по направлению основных век- 
торов 1, }, К или, как говорят, по осям 2, у, 2 будут 


х 


а, в, ар 


Тотда проекции вектора а на оси по длине, направлению и знаку 
даются выражениями: 


> 


2,1; а,], а, К. 


# 
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Сложение этих трех векторов, как можно усмотреть из рис. 6, 


приводит обратно к самому вектору а. Он, следовательно, равен 


а—а,1-та,] а, К. (8) 


Пусть даны длина, направление и знак вектора а; тогда сразу 
уравнениями 


а, =|а| с0з (а, 2), а,==|[а| 03 (а, у), а,==|а| 003 (а, 2) (8а) 


однозначно определяются его составляющие. 

Обратно, если даны три составляющих, то однозначно опреде- 
ляется вектор а, как диагональ прямоугольного параллелепинеда, 
ребра которого суть векторы а,1, а,}, а, К. Его длина равна 


|| = Уаз -Раз-Рал; (85) 
его направление и знак определятся косивусами, вычисляемыми 
по (8а). 

Зная три составляющих некоторого вектора по направлению 
основных векторов”, ], К, можно вычислить его составляющую по® 
направлению любого единичного вектора 8, если известны углы, ко- 
торые образует вектор 8 с основными векторами. Нужно вектор & 
представить соглаено (8) в виде суммы трех векторов, параллельных 
векторам 1, }, К, и алгебраически сложить составляющие этих трех 
слагаемых векторов но направлению 8; таким образом получают 


а, —=а, с0$ (8, 2) На, 00$ (3, у) -На, с0$ ($, 2). (9) 


Это правило вычисления составляющей по любой оси является 
характерным свойством векторов. Согласно ему, каждому направлению 
пространства соответствует некоторая скалярная величина — именно, 
составляющая вектора а по этому направлению. Она зависит одно- 
редно линейно от направляющих косинусов. Используем обратно пра- 
вило составляющих (9) для общей характеристики вектора. Если 
дан вектор, то всякому направлению в пространстве 
соответствует некоторая скалярная „составляющая 
вектора“, которая зависит линейно-однородно от со- 
ставляющих единичного вектора, расположенного 
вдоль данного направления (т. е, от направляющих коси- 
нусов). 

$ 4. Внутреннее или скалярное произведение. Пусть К — сила, 
действующая на точку. Если у есть скорость движущейся точки, то 
работа, которую совершает сила К в единицу времени, есть скалярная 
величина, значение которой дается произведением длин векторов К иун& 
косинуе угла между ними. Налишем это произведение в виде 


Ку=|К]. ||. с0о3(Ку) ° (10) 


и назовем его скалярным или (по Грассману) внутренним про- 
изведением двух указанных векторов. Это обозначение перенесем на. 


любые векторы. 
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. Косинус угла между двумя векторами равен --1, если оба век- 
тора направлены одинаково и в одну сторону, и равен — 1, если они 
направлены противоположно. Он равен нулю, если векторы образуют 
между собой прямой угол. Если применить это в основным векторам 1, 


}› К то получаем 
Н=Ж®=Ю==0; напротив И= = К=1. (11у 


Скалярное произведение остается, согласно служащему для его 
определения уравнению (10), неизменным, если изменить порядок сле- 
дования сомножителей. Скалярное умножение двух векто- 
ров следует коммутативному закону. Внутреннее произве- 

‚дение двух векторов К и у можно понимать как алгебраическое 
произведение длины зектора (например, у) на составляющую другого 
вектор» (К) по направлению первого вектора. Из этого толкования 
тотчас же следует дистрибутивный закон скалярного 
умножения: 


в 
Е > (12) 


`В самом деле, по доказанной в & 3 теореме, составляющая геомв- 
трической суммы векторов К, по какому-либо направлению равна 
_ алгебраической сумме составляющих слагаемых векторов К, по тому же 
направлению. Если векторы К,, как выше, суть силы, & у— скорость, 
то (12) гласит; работа равнодействующей силы равна алгебраической 
сумме работ отдельных составляющих сил. 
Веледствие применимости коммутативного и дистрибутивного законов: 
при скалярном умножении соблюдаются правила умножения обычной 
алгебры. Так, например, имеет место правило: 


(а) е 9 =ае- се | аа-- ва. (13) 


Если оба множителя ‘скалярного произведения А и В выразить 
‘через основные векторы 1, }, К, то получают 


АВ = (А, 1-РА,-А, К) (В, ВВ, К). ° 


Если вычислить правую сторону по обычным правилам умножения, 
принимая во внимание (11), то следует 


АВ=А, В, А,В, А, В, (14) 
— формула, которая, согласно определению скалярного произведения и 


уравнению ($а), переходит в известную формулу аналитической гео- 
метрии 


е0з (А, В) = ©0$ (А, 2) е05 (В, 2) -- 003 (А, 9) соз (В, УЕ 
— с0$ (А, 2) с03 (В, 2). 


$ 5. Внешнее или векторное произведение. Двумя’ векторами 
А и В (именно в таком порядке следования) дается параллелограм. 
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< 


“ 


© определенным направлением обхода (рис. 7); площадь этого парал- 
лелограма дается выражением 


—=|А|. | В | 5 (А, В). 


Подобное образование называется „плоской величиной“. Она 
определяется как площадка с определенным направлением обхода. Две 
плоские величины будут равны, если 0бе площадки параллельны, 
равны по площади и одинаковы по направлению обхода. Плоская 
величина, образуемая векторами А и В, называется внешним произ- 
ведением векторов А и В. Оно обозначается символом [АВ]. Каждой 
„плоской величине“ можно обратимо однозначно сопоставить вектор С, 
равный по длине ее площади, нормальный к ней и направлен- 
ный таким образом, что поступательное движение в направлении 0, 
совместно с вращением в направлении обхода „плоской величины“, 
воспроизводят правый винт. Когда илоская величина дана двумя ука- 
занными векторами А и В, то вектор 
С называется векторным произве- 
дением А и В, что можно написать 
так: 


— [АВ]. (15) 


Для действий над такими величинами 
введем следующее определение. Будем 
понимать под суммой нескольких плоских 
величин такую плоскую величину, кото- 
рая соответствует вектору, получающе- 
муся путем сложения векторов, соответ- 
ствующих отдельным плоским величи 
нам. Целесообразность такого опреде 
ления вытекает из рассмотрения соста- 
вляющей 0, вектора С по какому-нибудь заданному направлению $5, 
пусть последнее с С образует угол Ф. В самом деле, если спроекти- 
роваль плоскую величину на плоскость, нормальную к 5, то 
площадь . с03Ф. Она согласуется с ©, 
также и по знаку, если мы припишем плоскости такое направление 
обхода, которое вместе с $ представляет правый винт, и условимея 
считаль плоскую величину положительной или отрицательной, смотря 
по тому, совпадает ли направление обхода этой величины и плоскости 
или нет. Составляющая плоской величины на плоскость, е указанным 
для последней направлением обхода, равна, следовательно, составляю- 
щей сопоставленного ей вектора по направлению правовинтовой нор. 
мали к этой плоскости. 

Из данного определения для плоских величин’ следует, что ком- 
мутативный закон не имеет места, 

Наоборот, 


Рис. 7. Векторное произведе- 
ние [АВ] как вектор © 


[АВ] -- [ВА] =0. (16) 
Листрибутивный закон остается, напротив, в силе: 


[(А-- В) 5] = [45] [В]. и 


%,, 


Внешнее иль векторное произведение 2? 


Для доказалельства этого уравнения обратим внимание на то, что 
векторное произведение [АП] не изменяется, если вектор А заменить 
его проекцией А’ на плоскость, нормальную к Ю. Если мы поступим 
таким образом с тремя векторами А-В, А, В, залем полученную 
таким образом фигуру на плоскости, нормальной к, увеличим 
в масштабе | |:1 и повернем на прямой угол, то векторы А’, В’, 
А’-Е В’ переходят в векторы [АШ], [ВО] и [(А-РВ)Ъ]. 

Для единичных векторов 1, }, К имеет в частности место 


и (18) 
ПЕ ие =. 
в = 3 = [К = 0. 
Если по ЭТИМ правилам вы- 
числить векторное произведение 


[АВ] = КА. А--А,)-Е 
НА, Ю (В.1-Е В, -ЕВ,Ю, 


Рис. 3. Момент враще- Рис. 9. Вращение тела, во- 
ния М силы К, действу- круг оси ОМ с угловой 
ющей в точке Р, отно- скоростью пут == [ит]. 
сительно точки ©, : 
М = [К]. 


то приходим к формуле 
[АВ] =1(А,В,—А,В,)--](А,В,— А.В) --К(А,В,—А,В,), (19) 


или в наглядной детерминантной форме 


гк 
[АВ] = А, А, А, |. (20) 
в вв 


Примером внешнего произведения двух векторов может служить 
момент вращения силы К. Пусть О будет центр (рис. 8); из него 
зроведен вектор г в точку Р, на которую действует сила К. Тогда 
момент силы К относительно О 


= ГК]. 


2 Зак, 3053. — Абрагам-Беккер. — Теория электр, 


у: 
` \ У , 
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Другой пример дает кинематика твердого тела. Пусть некоторое 
творлое тело, закрепленное в точке 0, вралцается вокруг ови ОМ 
(рис. 9). Отложим на этой оси из точки О отрезок, численное значе- 
ние длины которого равно угловой скорости, и притом в том напра- 
влении, которое соответствует вращательному движению так же, как. 
направление поступательного движения соответствует вращению при 
винтовом движении с правым ходом. Это условие указывает соответ- 
ствующий данному вращательному движению вектор и. Если далее г — 
вектор, проведенный из О в какую-нибудь точку Р твердого тела, то 
очевидно екорость последнего у * 


чу = [1!]. За (21а> 


Действительно, точка Р ‘движется нормально к плоскости, 
проведенной через г и и. Стрелка, которая указывает направление у, 
направлена, как видно на рисунке, как векторное произведение. Чис- 
ленное значение у мы найдем, если опустим пернендикуляр из Р на 
ось вращения и помножим его на угловую скорость. А это дает как 
раз численное значение 

[12| $0 (и, г) 


векторного произведения, чем и доказывается предыдущее утвер- 
ждение. 

8 6. Произведение трех векторов. Так как мы в дальнейшем 
будем применять квадратные скобки для обозначения векторных про- 
изведений, то будем пользоваться круглыми скобками в том случае, 
когда нам понадобится отделить два вектора, перемножаемые ска- 
лярно, от всех остальных векторов. Из трех векторов можно образовать 
произведения трех различных родов. 

а) Произведение вектора на скалярное произведение двух других 
векторов: 

А(ВО). 

Так как (ВС) является скаляром, то А (ВС) есть вектор, парал- 
лельный А. Отсюда ясно, что например (АВ) С есть вектор, совер- 
шенно отличный от предыдущего. 

5) Скалярное произведение вектора ‘на векторное произведение две 
других векторов. Здесь имеет место важное соотношение: 


‹ А [ВС] =В [бА] =С [АВ]. (22) 


По элементарному правилу объем есть произведение площади оено- 
вания на высоту; поэтому каждое из трех указанных выражений лает 
объем параллелепипеда, образованного ребрами А, В, 0; знак этого 
произведения положителен, если векторы, взятые в порядке А, В, ©, 
образуют правую систему. 

Вее три произведения далютея согласно (14) :. (20) следующим 
выражением через составляющие векторов А, В, 

о А в 
А [ВС] = В СА] = С [АВ] = [1 (23). 


ей. 
|6, с, о 
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в) Векторное произведение: вектора ‘на векторное произведение двух 
друге векторов: 


[4 [В6 | =Е 


Вектор Е лежит в плоскости, определенной векторами В и С, и 
притом перпендикулярен проекции вектора А на эту плоскоеть, ибо 
вектор [В0] нормален к этой о‘илоскости, & Е перпендикулярен 
А ик [ВО]. 

Составляющая вектора Ё по оси 2-о0в по’ (20) равна ы 

К, =А,(В,6С,—В,С,)—А, (В.С.—В,С,); 
мы перепишем это следующим образом; 


Е, == В, (А,С,--А,0,--А,6,)—0, (АВ. А, В, А, В,), 
или по (14) 


{ 


соответствующие ‘уравнения имеют место для обеих других соета- 
вляющих; все они могут быть объединены одним векторным урав- 
неннем 
[А [В6] ] =В(А0) — С (АВ). (24) 
`Тем самым произведение третьего рода сведено к двум произведе- 
ниям первого рода. С помощью этого выражения легко можно пока- 
зать, что 


[А В0]-Е1В [64] ] 5[0 [АВ] 0. (25) 


Для этого нужно только отдельные его члены разложить по (24). 
Вычиелим, наконец, скалярное произведение двух век- 
торных произведений [АВ]. [©Ъ]. 
Это есть произведение второго рода, в котором первый вектор за- 
менен произведением двух других. Применяя правило (23), получим 


[АВ] . [65] = СГ [АВ] ]. 
Так как соглаено (24) [0 [АВ] ] можно заменить 
[РАВ] ] =А (В) — В (А5), 
то отеюда следует 
т [АВ] - [СЪ] = (^6) (В) — (ВО) (АБ). (26) 


8$ 7. Дифференцирование векторов но времени. Производная 

вектора а по скалярной неременной 2 (наи ример, по времени) опреде- 
ляется как предел дроби 

аа Па ® (Е-|- 4) —а (0). 

= Ши И 


А =0 


(27) 


| Так как при делении на скаляр векторные свойства не нарушаются, 
_ То производная вектора по скалярной переменной сама является век- 


9х 
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тором. Так, например, если г — радиус-вектор, проведенный из нено- 
лвижной точки О в движущуюся точку Р, то 


У = —— (28) 


дает вектор скорости точки Р. 

Получение производной от вектора по скалярной переменной сво- 
_дитея к вычитанию векторов и последующему переходу к пределу, 
с делением на скаляр; поэтому здесь соблюдаются правила обычной 
алгебры, & отсюда следует, что обычные правила дифференциального 
исчисления относятся и к дифференцировавию суммы вёкторов 


а(А-ЕВ 
кНм *— НЯ, в 
а равно и к дифференцированию произведения скаляра на вектор 
ол (1 Ча 
ата (80) 
и внутреннего произвеления двух векторов 
а(АВ) _ [ аА ав 
и во 81 


Для дифференцирования внешнего произведения также соблю- 
дается соответствующее общее правило; нужно только иметь в виду, 
чтобы множители были написаны в правильном порядке: 


Е ав = | В+ |4 | 


так как при перестановке множителей векторное произведение меняет 
свой знак. 


(32). 


П. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ, 


8 8. Гидролинамическов изображение. В главе Т этого раздела 
мы развивали понятие вектора и правила зекторной алгебры приме- 
нительно к мехавике материальной точки. Скорость поеледней дава- 
лась одним вектором. В настоящей главе мы будем иоходить из задачи 
исследования движения жидкости, занолняющей собой объем. Здесь 
скорости различных материальных частини вообще независимы друг от 
от друга. Поэтому каждой точке надо сопоставлять свой особый вектор 
скорости. Лвижущаяся жидкость, заполняющая объем, образует, как 
принято говорить, векторное поле. > 

В математической физике принято говорить о. ноле некоторой пере- 
менной, когла в известной части пространства рассматривают значе- 
ние ее величины в зависимости от координат места; при этом, за 
исключением отдельных поверхностей, линий и точек, считают эти зна- 
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чения непрерывными. Существуют скалярные поля (например, поле 
температуры) и векторные поля (например, поле силы тяжести). 

Изучение движения жидкости чрезвычайно способствовало развитию 
теории векторных полей; особое значение имели здесь основные иссле- 
дования вихревых движений, принадлежащие Гельмгольтцу. На них 
основывалея Максвелл, когда он приетупил к математическому обосно- 
ванию илеи Фарадея о силовом поле. Для Максвелла гидродинамиче- 
ские аналогии были нечто большее, нежели чисто математические 
картины. Гидродинамические представления 0 механизме поля руко- 
волили им при установлении законов близкодействия электромагнит- 
ного поля. 

Мы последуем этому историческому пути и разовьем в этой главе 
малематическую теорию векторных полей применительно к гидродина- 
мической задаче. Подобно тому, как выше мы любому вектору еопо- 
ставляли некоторое смещение, заменим теперь вектор, поле которого 
мы исследуем, вектором скорости жидкости, заполняющей простран- 
ство. Существует, однако, опасность, что при такой гидродинамиче- 
ской картине мы ограничим наше исследование слишком частным 
случаем; чтобы этого избежаль, мы иногда будем приписывать жид- 
кости такие свойства, которые в некоторых отношениях” отклоняются 
от свойств реальных жидкостей. Это дозволено, поскольку здесь речь 
идет исключительно о математической аналогии. 

$ 9. Безвихревое поле. Градиент и интеграл по кривой. Из 
каждого скалярного поля можно образовать векторное; сделать это 
можно следующим образом. Пусть каждой точке х//,г пространства будет 
сопоставлен некоторый скаляр х и пусть о (<, 9, 2) непрерывно и 
обладает производной во всех точках. Отложим в этом поле малый 
вектор 48. Спрашивается, каково будет приращение функции х при 
переходе на веклор 48. — Если 42, 4у, 42 —составляющие вектора 48, 
а 4; — его длина, то искомое приращение равно: г 


01 0 д° 
ыы И © (33) 
95 
Так как далее 75 = 008 ($, 2) ит. д, то приращение х, отнесенное 
к единице длины, при переходе в направлении 4$ будет 
тЫ 6 9 | 
5 = 5 0$ ($, 2) т 0$ ($, У) 5 0$ ($, 2). (33а) 


Согласно (9) этот результат можно выразить следующим образом: при 
переходе в направлении 4$ искомое приращение равио составляющей 


еее по направлению 48. Наво 
ра бу * 52 равлен : о. этот вектор 
_градиентом скаляра ф в точке 2, у, 2 и напишем, что 
- . до . д до 
а. РЕ. (34). 


^^» эс ® 1 
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Градиент ф нормален к поверхности уровня © == соп5, ибо соглаено (33) 
скалярное произведение (ота@ о, 4%) равно нулю, когда вектор 4$ 
лежит в плоскости, касательной к поверхности уровня. Направление 
ста о совпадает с направлением быстрейшего увеличения скаляра $, 
а величина, его равна 


: о 
ета К ИЕ 
9х д) ‘ \д2 


Итак, пользуяеь (34), мы из скалярного поля © (т, у, 2) образовали 
векторное поле у (х;, у, 2). 

Одним из самых основных. понятий всей математической физики 
являетея понятие интеграла по кривой в векторном поле. (0е- 
диним две произвольные точки векторного поля Ти 2 произвольной же 
кривой; пусть она состоит ив отдельных элементарных отрезков 4$ 
с направлением от 1 до 2. Для каждого элемента 4$ составим скалярное 
произведение с вектором у, отвечающим началу вектора, 48 


(48) = У, 45. 


Составим „далее сумму всех таких скалярных произведений и пе- 
рейдем к пределу, устремляя длину всех элементов 48 к нулю. Тогла 
мы получим интеграл но кривой 

2 2 ы у 
\ | и у4з = ;. у, 45. (85) 
т ] Е 
Его значение, вообще говоря, конечно; зависит от кривой, по которой 
происходит интегрирование. 

В разбираемом здесь особом случае, когда вектор у 
является градиентом некоторого скаляра $, инте- 
грал по кривой не зависит от пути, соединяющего 
точки Ти 2. 5 

В самом деле: 


05 
У 45 Е $ 


есть приращение скаляра Ф на элементе пути 45; при образовании 
`интеграла по кривой (35) ‘все бесконечно малые вотизция склады- 


ваются и дают общее приращение ©: у 
` 2 
> у48 = $. — 9). (35а) 


1 


Интеграл по кривой градиента имеет, следовательно, одно и то же’ 
значение для двух различных кривых, если их начальная и конечная 
точки одинаковы. Интеграл градиента но любому замкну- 
тому контуру равен нулю 


фув- фа 4$ = 0. 
05 


й ея < 
Ч =’ р 
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Назовем течение жидкости, образующее поле скоростей у, безвихре- 
вым, если интеграл скорости вдоль любой замкнутой кривой раве 
нулю. В этом случае будем также и самое поле обозначать как боз- 
вихревое. Тогда мы можем высказать следующую теорему: поле 
градиента скаляра $ всегда— поле безвихревое. 

В силовом поле интеграл вектора силы по кривой дает работу. 
Условие, что интеграл по любому замкнутому контуру всегда равен 
нулю, выражает здесь следующее: нельзя безгранично получаль работу 
путем повторного обвода материальной точки вдоль замкнутого контура. 
Мы показали, что это уеловие выполняется, когда вектор силы есть 
градиент некоторого скаляра. 

Имеет место и обратная теорема: безвихревое поле всегда 
можно рассматривать как поле градиента скаляра, 
В самом деле, пусть скаляр в некоторой точке О имеет некоторое зна- 
чение $0; тогда > 


223 
эФ=ж- | т,48 (36) 


определяет этот скаляр в любой другой точке Р, причем путь инте- 
грирования из 1 в 2 соглаено (35) можно брать произвольный. Еели 
конечную точку Р этого пути передвинуть на малое расстояние 4$, то 


4дф=у`48 или У=—-. 


Таким образом безвихревое поле действительно является градиентом 
скаляра, определяемого уравнением (36). 

Если поле, о котором идет речь, является силовым полем, то (— 5) 
называют потенциалом, или, еще лучше, скалярным потенциа- 
лом. Существование потенциала есть необходимое и достаточное 
условие для того, чтобы из силового поля нельзя было вышеуказанным 
образом безгранично получать работу. Самое понятие потенциала впер- 
вые возникло при изучении безвихревого поля силы тяжести. 

Уравнение движения материальной точки в силовом поле К 


ту = К; 
скалярное умножение на вектор у дает 
а [1 48 
т —= 
Е (5 7 | (Ку) (к Е <=) 


Следовательно” 


о р 
3 (5 тя) — (5 "яя =— | Каз. (37) 
7 2 й 1 
1 


Если К = — стай $, то правая сторона независимо от пути равна 
$ —95; и мы имеем следующий результал: приращение кинетической 
энергии равно пройденной разности потенциалов. 


> м . у 


" а 
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Это понятие налшло применение ив гидродинамике; скаляр (— 9), 
‘определяемый вышеуказанным образом для любого безвихревого 
движения, называют здесь потенциалом скоростей. 

$ 10. Отдача поля источников, теорема Гаусса и расхожде- 
ние вектора. Идеальной жидкости, лежащей в основе налиего 
гидродинамического изображения, мы приписываем еще свойство не- 
сжимаемости. Тем самым для свободы движения жидкости зводитея 
известное ограничение, так как в области, заполненной жидкостью, 
через каждую замкнутую поверхность должно втекаль столько же жид-. 


Рис. 19. К доказательству теоремы Гаусса. 


кости, сколько и вычекаль. С помощью такого течения мы могли бы 
изображаль далеко не все векторные поля. 

Чтобы это ограничение в дальнейшем опять устранить, допустим, 
что в известных местах пространства жидкость непрерывно образуется, 
в других же, наоборот, уничтожается. Места первого рода обозначим 
как источники, ‘места второго рода — как стоки или отрицатель- 
ные источники. Впрочем, выражение „источник“ мы можем употреблять 
и в более общем смысле, так чтобы оно охватывало и положительные 
и отрицательные источники. ели придумать подходяшую систему 
‘источников, можно тем самым изобразить посредством стационарного 
движения несжимаемой жидкости любое векторное поле. 

Мы будем предполагать, что источники распределены в простран- 
стве непрерывно. Тогда возникает задача— указаль меру отдачи всей 
системы источников. 

Выделим для этого определенный объем С и измерим объем жид- 
кости, вытекающей из С в единицу времени. Так как мы поток за- 
ранее предполагаем несжимаемым и стационарным, то этот объем. 
жидкости должен характеризовать собой отдачу всех находящихся 
в С источников. } 

Через элемент поверхности величины а{Р в единицу времени в на- 
правлении нормали, проведенной в любую сторону, протекает количе- 
ство жидкости т 


47-х, 4 =аР|у| оз (у, п). 4% 
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В самом деле, это есть объем цилиндра с основанием аГ и выоо- 
той у,4. Общий объем ежесекундно вытекающий из’ С жидкости 
дается поэтому интегралом, взятым по поверхности (: 

ра 


В Уна = -) ии 60$ (п, 2) У, 60$ (м, у) -Е У, 00$ (п, 2)] 4Р, (38} 


где а{ есть элемент поверхности С ип— внешняя норизль, Преобра- 
зуем первое слагаемое правой стороны 


г. — х.. 605 (п, 2) аЁ 


в интеграл по объему; для этого представим себе, что объем @ раз- 
делен в направлении 2 на бруски с прямоугольными поперечными 
сечениями. Такой брусок имеет поперечное сечение 4/42 и вырезает 
из поверхности (+ два элемента поверхноети 4 и 4/”. Величина, 
привносимая обоими элементами в искомый интеграл, будет : 


„”- 608’, 2) а" -- у," . воз (и, г) аЁ”. 


Пуеть координаты 5 о элементов налиего бруска будут хи 
17 


2’, и нусть притом 2” > а”. Тогда очевидно 
0$ (ж”, 2) ар" = 4942 


0$ (п’, 2) аЁ’ == — Чу4Е, 


так что предыдущее выражение можно представить в виде 


а" 


диаг (ч.4 у^) == дуаг Г —- та 


а 7 к 2’ 


Если теперь просуммировать по всем брускам, на которые разделен 
- объем (, то получим: 


5. 60$ (2, ОА дб (39) 


Если произвести далее соответствующее преобразование и для 
‘остальных двух слагаемых правой стороны (38), то получится важная 
теорема Гаусса 3 | 


Е а С 2 ладу © 


Назовем удельной отдачей или расхождением нашего 


_ Поля потока в некотором месте отдачу единицы объема элемента, 


окружающего рассмалриваемое место, т. е. 


И. ть в „ @Г. т 
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Уравнение (40) сейчас же дает для него значение 


‘9 
ду ' 


ду Е 
фт т. м - с д ° (41а) 


В тех случаях, когда у(х, у, 2) представляет поток без источни- 
вов, у должно всюду удовлетворять дифференциальному уравнению 


ы и ОВ, : ` 
1УУ ао 


$ И. Теоремы Грина. Преобразование на основании теоремы 
Гаусса интеграла но объему в интеграл по поверхности 


| Г Гуа ДДД Фуа | (40) 


позволяет произвести ряд различных других, также весьма важных 
преобразований. 
Пусть, например, у — произведение скаляра ® на вектор. А 


т 


у= А. 
Тогда 
$ ; : 9% 9% и. 
М ЗЫ, 
Чу А, А Зу Ау. А, 
‘или 
2% Ре о А); 


в силу этого, соглаено уравнению (40), р 


ор Анг Г И 


Лалее, если вектор А можно представить как градиент второ. , 
<скаляра ©: 


А = стай, 
то х 
2 = 
8: == 9. у 
Е н 


92% ›„ до 
И ао | | 


Эту сумму вторых производных некоторой функции называют опера-_ 
‚ тором Ланласа и обозначают через А: 


— д ду Ро (48) 


$ _->— 


Точечные источниви Эй 


Делая подетановку А ==отах, получаем уравнение (42) в виде 


Гав = ГГ Газаз- а киа). 
\ 


Оно годно для двух любых функций координат фи 9, если только 
последние внутри всего объема С конечны, непрерывны и имеют пер- 
вую и вторую производные по координатам. » 

сли вычесть из уравнения (44) уравнение, полученное из него 
перестановкой фи ©, то получаем 


7 Г |. ГИГ А — 954). — (45) 


Уравнения (44) и (45) называются теоремами Грина. В электродина- 
мике мы будем ими пользоватьея очень часто. 

$ 12. Точечные источники. До сих пор мы всегда предполагали, 
что источники распределены непрерывно, и значение расхождения 
вектора всегда конечно. Такое предположение действительно спра- 
ведливо для всех векторных полей. Однако имеются случаи, когда 
распределение источников приближается к прерывному, и источники 
оказываются сжатыми около точек, линий или поверхностей. Так как 
с прерывным распределением математически иногда оперировать легче, 
чем с непрерывным, то часто задачу упрошают и производят вычи- 
сление, предполагая распределение прерывным. Но при этом, если 
хотят избегнуть ошибочных заключений, нужно всегда иметь в виду, 
что с самого начала было введено предположение, которое не совсем 
точно отвечает действительности. 

В этом параграфе мы хотим рассмотреть безвихревый поток, обра- 
зуемый точечными источниками. Мы исходим из случая, когда во веем 
пространстве, заполненном жидкостью, имеется всего один источник. 
Выходящая из источника Жидкость уходит; в силу симметрии, 'одина- 
ково по всем направлениям. Она движется в радиальных направле- 
ниях, причем через все концентрические шаровые поверхности, описанные 
вокруг точечного источника, как центра, протекает одинаковое количе- 
ство жидкости. Это количество характеризует отдачу источника, если 
мы измеряем ее, как ираньше, объемом вытекающей из него жидкости. 
Будем теперь за меру отдачи источника принимать не объем, а массу 
идеальной жидкости, плотностью которой мы тоже можем распоря- 
диться произвольно; положим ее равной !|.“. Это делается для того, 
чтобы отчетливее показать аналогию между полем потока и электри- 
ческим силовым полем, выраженным в абеолютных электростатических 
единицах. 'Гаким образом отдача источника должна, быть равна единице, 
если из него в каждую секунду появляется 4х смз несжимаемой жил- 
кости. Через шаровую поверхность радиуса х, описанную вокруг источ- 
ника, как центра, протекает ежесекундно масса жидкости е, равная 


р: 


ея Чьи (46) 
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обратно, радиальная скорость потока выражается через отдачу сле- 
дующим образом: 
[а 
У, = 58 
она падает обратно пропорционально квадрату удаления ” от точеч- 
ного источника и‘становится бесконечной, еели войти в точку источника. 
Невихревая природа потока приводит к тому, что вектор у можно 
представить как отрицательный градиент некоторого потенциала 


е 
аа, 9. (47) 
Если мы имеем ряд ‘из й точечных источников с отдачами е,,..., 6, 
и если поля их налагаютея друг на друга, то результирующее поле 
можно вычислить или путем геометрического сложения векторов у,,..., У,, 


или просто алгебраичееким суммированием скалярных потенциалов 


1+. > Фь 
в в 
м 6; 


= У = — тай, а. _ (48) 


4=1 41. 


Если мы имеем замкнутую поверхность, охватывающую некоторое 
число точечных источников, то объем жидкости, протекающий через 
эту поверхность наружу, равен произведению 4х на алгебраическую 
сумму отдач источников, охваченных поверхностью. 

Если 2, у, 2, суть координаты 1-го точечного источника, то значе- 
ние потенциала х в точке %, /, е соглаено (48) равно 


р 
== у ПЕ ВЕРЕ НЫ ее о. . 9 
а > Ува р 


Мы убеждаемся, что эта функция фактически веюду, за исключением 
самых точечных источников, удовлетворяет уравнению Лапласа для 
безвихревого свободного от источников потока р 


ея 9% 003 0%\- 
а 


.3 


Для поверхноети /, окружающей й точечных источник (2, бя. 38) 


не уьаг к (Ре. „ода т (50) 


Для доказательства применим теорему Гаусса. ии 
ной поверхностью [и малыми шаровыми поверхМодеями {1, К, ..-, И 
вокруг отдельных точечных источников. В ограниченной таким образом 
области @\у равен веюду нулю; поэтому 


ГГ чьае-- Г зьарь ные: Г] =; 
г 7, ве т, 
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п нужно здесь предполагать направленной всегда от заштрихованной 
области наружу, так что по (46) 


И у, АК, = — 4же} ит. д 


Рассмотрим, исходя из выражения (49), потенциал системы 
источников, лежащих на конечном расстоянии от дан- 
вой точки, и пусть это расстояние будет велико по 
сравнению с расстояниями отдельных источников 
друг от друга. Поместим начало координат в область системы 
источников и разложим выражение (49) по величинам %, у, 2, кото- 
рые, как указано, малы в сравнении с х, у, 2; мы получим тогда 


: до до , 

э— 5-4 У ([2= |. -- | и [3] -&= .. .) й 
гле индекс 0 означает, что в соответствующем члене все значения 
%; = 9; =*, нужно положить равными нулю. Производная 

29 1 
бы Уфе) 
х—& 


—(/е- а 2.) [- ((— - 9.) Е =) 


следовательно 


тах что мы получаем 
д ум 2 
ф (>, у, 2) = Уе+я ее Уи Уи |+... 
$ 4 - 


В таком > поведение нашей системы характеризуетел 
оледовалельно: во-первых, общей отдачей е== Уе,; во-вторых, вех- 
$ 
тором т == Уех, © составляющими Уехж, Уейу, Уа2ь его мы ца- 
4 


зовем моментом системы источников. Тогда 


ее. (иг. р 


или, если % обозначает угол между вектором ш и радиусом вектором г: 
с0$ $} 


а т (51) 


На большом расстоянии система источников действует, следовательно, 
_в первом приближении как точечный источник © отдачей У,е‚. Для 
| р 


= 
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рассмотрения второго приближения разберем сначала простейший олу- 

чай такой системы источников, для которой общая отдача равна нулю. 
$ 13. Двойные источники, Рассмотрим два точечных источника 

с отдачами ен —е. Пусть а — вектор, направленный от стока (—е) 

к источнику (-- с). Тогда (рие. 11): 

в (г..—тг_) =еа=т 

есть момент системы, состоящей из двух источников. Если одно- 

временно заставить а стремиться к нулю, аск беско- 


нечности, и притом так, члобы их произведение са со- 
хранаяло все время постоянное 


ве 1  вВНачение ш, то получим двойной 
источник с моментом т. 
А й ь ще 
$ Точечный источник с дает сам по 
а к Р себе в рассматриваемой точке Р потенциал 
Рис. 11. Двойной источник 5 —_ оли изти от точки Р вдоль 
или диполь как предельный "+ Иа 


случай двух равных и про- вектора а к точке Р”, то очевидно, что 
Е ВАС сток —е образует в Р по величине точно 
такой же потенциал как источник --е 

в точке Р’. Отсюда следует, что оба источника вместе дадут в точке 


Р потенциал 
ФР) =. (Р)—ч,(Р”). 
_Но по определению градиента 


3$ 
ф=—=-— (а ста@Ф..) а (=. стай +) Е 


1 
Составляющая от втад по 2 будет 
20: 1 1 Ия 
`0% Ур ег 


Таким образом мы получаем потенциал двойного источника 
1 1 1 о 
Ф === | м, ата Е (шт) = Е |+ 60$ 9, (52) 


в соответствии со вторым приближением в более общей формуле (51). 
Если поместить двойной источник в начало координал, и если т 
имеет направление положительной оси 2-ов, то (52) дает 


‚ 77+ у. 


етитя. 


Градиент в точке наблюдения и градиент в точке 
самого источника. Если &, 9, г суть координаты некоторой. 
точки (а), аё т, С— координаты точечного источника (4), то при 
применении операкий отаа к функции расстояний между этими двума точ- 


(528) 


` 


ф (2, у, г) = 


га у ` у у 
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ками 7 == -Уа— 5+ 9—9 2— 0», необходимо всегда обращать 
впимание на то, по каким координатам должно ‘производиться диффе- 
ренцирование: по координатам ли точки а, или по координатам ‘точеч- 
ного источника. Во избежание оптибок часто бывает целесообразно. 
особым индексом (а или 49) точно указать, какое дифференцирование 
подразумевается. \ 


1 


Тогда вектор эта@, -; имеет составляющие: 


о В 
- дж \*]’ бу \*]’ 02 \*]’ 


1 
папротив, стаа, р имеет составляющие: 


Пт АЕ 9). 
а: =) 
Очевидно, что всегда, 
втаа, = — стад. 
При выводе (52) мы дифференцировали по коордикатам точки Р: 
Чтобы это оттеничь 06000, будет целесообразно писать: 


, Ф=— (= вгаа,-- | = (^ стай, 1 (52’) 


$ 14. Вычиеление безвихревого векторного поля из поля источ- 
ников. В & 12 мы рассмотрели только поток, образуемый точечными 
‘источниками. Допустим теперь, что наряду с точечными источниками, 
с отдачами с;, е.,..., имеются также источники, распределенные в про- 
странетве пепрерывно. Для этого введем новую функцию координат 
р (<, у, г) по формуле , 
4пр == @1Уу. (53) 
Тогда р@» дает как раз массу жидкости плотноети */,*, вытекаю- 
щей ежесекундио из элемента объема 4. К потенциалу Я обра- 


зуемому точечными источниками е, присоединяется теперь денотвяс 
источников ро, распределенных во всем пространстве. Естественно. 
предположить, что общий потенциал в: 


ев 


или, в более полном — 


й 


6 


х Убе т 
.р ($, \, ©) 43494 , 
т Уе— ео’ ты 


Ф(х, у, 2) = 


т 
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Выведем теперь эту формулу вполне строго; но предварительно убе- 
лимся в том, что безвихревый поток однозначно определяется своими 
источниками. Для этого формулируем еще раз задачу, решением кото- 
рой должно являться выражение (54): 

Ищется поле потока у со следующими свойствами: 

а) поле у должно быть безвихревым, т. е. может быть представлено 
БАК У== — 2та@ 5; 

Ь) у всюду конечна и непрерывна, равно и ее потенциал $, за 
исключением однако отдельных точек пространства (точечные источ- 
ники). В самом точечном источнике разность 


должна быть конечной и непрерывной (а, — расстояние от точечного 
источника); с, называется тогда отдачей источника; 

с) в остальной части пространетва 4кр == уу == — Ар должно быть. 
заданной функцией места; -- 

4) все источники должны лежать на конечном рзестоянии, т. е,, 
другими словами, можно указать такой конечный отрезок 5, что вие 
сферы радиуса © ней ни одного источника, и потому там р веюду 
равно нулю. : 

Приведем сначала, доказательство однозначноети решения; для этого 
допустим обратное: пусть существуют два поля у, и у», которые удовле- 
творяют всем условиям от а) до 4), и пусть они имеют нотенциалы ©, 
и соответственно Ф.. Применим к разности 


ах, 
формулу Грина (44), в которой как $, так и ф заменим через у, 


[а хох= | Г ея бах ва} 


причем будем производить интегрирование по всему бесконечному про- 

странству. Тогда левая сторона обращается ‘в нуль, лак как в силу 
ТЕ 

условия 4) ух стремится к нулю как = а как 15, В То время кал 


поверхность ”. О АГ стремится к бесконечности лишь как А?. На пра- 


вой стороне Ау всюду равно нулю, так как у, и у, обладают равными 
источниками, & потому у, — у. наверное не имеет источников. Таким 
образом мы получаем для вектора м =, — У. = ета@ у, результал 


УГ. ар =, 


который может иметь место лишь тогда, когда вектор \ всюду равен 
нулю. Таким образом 0б& решения у, и У. совпадают; поставленная 
задача ни в каком случае не может иметь больше одного решения. 
Векторное поле, которое везде является безвихревым, 
не имеет нигде источника и исчезает в бесконечности, 
должно поэтому везде равняться нулю. 
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Чтобы найти теперь самое решение; применим к налней задаче 
теорему Грина в форме (45): 


[Ги | [| Гаиеьы 


от под ф будем подразумевать ры потенциальную функцию, 
& Ф положим равной 


где х означает расстояние точки, для которой мы как раз хотим опре- 
делить потенциал $. Границей области интегрирования будем считать, 
с одной стороны, замкнутую поверхность, уходя- 
шую в бесконечность, с другой стороны — малые 
шаровые поверхности, вырезающие источники 
6, 6»..., @, и расесматриваемую точку Р 
(рие. 12). Большая внешняя поверхность, по 
только-что высказанному соображению, не вносит 
в левую сторону (45) ничего. Сфера, окружаю- 
‘щая первый точечный источник е‚, дает 


аб) 


Рис. 12 К вычи- 
чак как согласно предположению 1). Ф вбли- слению безвихревого 


зи точечного источника может быть представлено векторного поля по 
его источникам. 


е : 
а -—- конечные члены. Конечные члены 


однако ничего не дадут, если сфера етягивается в точку. Ничего не 
е, 04 
внесет и слагаемое я так как при переходе к пределу величина 


поверхности стремится к нулю как`а?. При этом Ф переходит в вели- 
1 
чину ео обралную ‘расстоянию точки наблюдения Р от первого 


источника. 
Таким образом точечный источнив. вносит собой 


о выражение получается для всех остальных источников. 
Сфера вокруг точки наблюдения Р дает 


1 45 1 
ие, 


' Производя над этим выражением такой же переход к продеду как 
Над предыдущими, получим 
— 4ко (Р). 


3 Зак. 3053. — Абрагам-Беккер. — Теория электр. 


$ 
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С правой стороны (45) Аз должно по условию равняться — 4кр, 
Аф становится равным нулю. Таким образом получим 


к" ее (р) =— ||| [ь-=®. 


Это и есть уравнение для потенциала $ (Р), в полном соответствии 
с данным выше выражением [уравнение (54)]. 

8 15. Источники и двойные слои, расположенные по поверх- 
ности. До сих пор мы предполагали, что потенциал х и вектор 
у —= — стадо, за исключением отдельных 
точек, всюду суть конечные и непрерыв- 
ные функции координат. Мы должны пе- 
рейти к изложению разрывных поверхно- 
стей; но прежде, в виде предваритель- 
ного упражнения, рассмотрим задачу о 
круговом диске ралиуса а и толщины м, 
равномерно заполненном источниками. 
} Мы ограничимся определением потенциала 
Рис. 13. Круглый диск радиуса на оси диска, которую выберем ва ось 2 

8 и толщины ч. нашей координатной системы. Еели р — 

постоянная внутри диска отдача, то 

круговое кольпо ‘рялиуса х и толщиной 4х’ образует в точке г по- 
тенциал 


м-р: 2х. ах 
УР а 


Потенциал, создаваемый всем диском, будет 
а 
хат ыы а 
я =— . * = . 2 и 
$ (2) = 21 -р ] и. [Уз-=2—У#=]. (55) 


При этом мы предполагаем, что \<<г. Будем переходить теперь 
к пределу Пти==0 и р==со таким образом, чтобы поверхност- 
ная плотность 


т Чар 
сохраняла постоянное значение. Наряду с потенциалом 
$ (2) = 2то [У ^—У 2] (66% 
рассмотрим еще составляющую по 2 скорости у (у, иу, ны г оби. 
до 


® исчезаль в силу симметрии). У —=——^==—2 ло 

02 Е. —Уя| 
Нас интересует главным образом поведение полученных нами реше 
НИЙ при прохождении через диск. 


. ота 
Потенциал Ф для больших значений 2 принимает значение Ем 
| : 
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Внутри диска © принимает, начиная с обеих границ, постоянное. зна. 
чение Элоа. Наоборот, у, положительно для положительных 2 и отри- 
цательно для отрицательных 2. При 2г==0, у, получает, в зависимости 
от того, идем ли мы от положительных или отрицательных значений 2, 
значение 


= 2х или У, == — 2. 


Обобщая этот результат, утверждаем следующее: при прохо- 
ждении через поверхностно-распределенные источ- 
ники с отдачей ® на единицу поверхности (поверхностное 
расхождение вектора), потенциал х меняется непрерывно, 


3 
нормальная же составляющая я претерпевает 


при этом скачок, равный 4то. 


Рис. 14. Ход фи на оси тон- Рис. 14а, Предельный случай рис. 14. 
кого круглого диска. Непрепывность 9 и скачок у, при 
прохождении через поверхностный 

источник. 


Для хоказательства этого утверждения будем рассуждать слелую- 
щим образом. Пусть дана произвольная поверхность [с поверхностной 
плотностью источников ®; последняя пусть будет определенная функ- 
ция координат. Пересечем поверхность (в направлении нормали) в не- 
которой точке Р. Вырежем далее из поверхности малый круговой диск 
с центром в Р. Тогда действие всей поверхности можно разлелить на 
две части: во-первых, действие кругового диска; согласно вышеска- 
занному, он вызывает скачок у, на 4т®; при этом никакого скачка, 
в самом ох не будет; во-вторых, действие остальной части поверхносзи. 
Все источники последней лежат на конечном расстоянии от Р, а но- 
тому никаких разрывов образовать не могут. 

Рассмотрим далее два параллельных круговых диска на 
расстоянии м с равными, но противоположными по- 
верхностными плотностями фо и —© (рис. 15). Положи- 
тельный лиек --® создает в точках оси 2-ов потенциал $ (2), опреде- 

_ дяемый по формуле (55а). ‚Отрицательный диск —® при этом лает 
_ потенциал — (2 --*). Следовательно, в общем получается (пока м << 2) 


0% 2 2 
ф= — - . == о Руа | я 
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9ф а? 
= о, 556 
м. ‘Ум ав м 


Пусть далее ®х стремится к бесконечности, & м к нулю, но таким 
образом, что величина 


х=о®.-л 


сохраняет конечное значение. Мы называем тогда * моментом двойного 
слоя, который получается в результале сжатия двух дисков. Тогда 
наши последние две формулы содержал общий результал: 

При прохождении двойного слоя с моментом *, по- 
тенциал ох изменяется скачком на 4тт; при этом нор- 


Рис. 15. Два круглых диска Рис. 15а. Предельный случай 
с противоположными поверхно- рис. 15. Скачок 9 и непрерывность 
стными обкладками на расото- уу двойного слоя. 
янии 1. 
до 
мальная составляющая 9% —-2у, не претерпевает 
скачка. 


Имея эти результаты, рассмотрим теперь, какое влияние на без- 
вихревой поток оказывают заданные на поверхности { скачки © и у,. 
Мы различим две стороны данной поверхности Ти 2; ши 
п, — внешние нормали области, ограниченной поверхностью /{. Тогда 
у -- У», есть скачок нормальной составляющей у. Пусть далее скачки 


у, и © заданы на [.., как функции координат 


4те — — (у, РУ) се (56) 


4тт =, — $5 


Согласно полученным выше результатам, мы можем предекаваль 
следующее: элемент 4. поверхности благодаря скачку у, действует 
на точку Р(х, 9, 2), лежащую вне поверхности, как источник с отда- 
чей «Ар, благодаря же скачку $ — как двойной источник с моментом 
тп а/,5. При этом п есть та нормаль, которая направлена от отрица- 
тельного потенциала к положительному (направление п на рис. 16 


у 
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соответствует предположению, что $, > $5). Согласно (47) и (52) эле- 
мент @/,. внесет в величину потенциала в точке Р слагаемое 


фат. 1 
лая -- (миа - стаа, ;) - 
Поэтому общий потенциал, создаваемый всей поверхностью, будет 


= [| бь = — | [4я (пвиа,- ). (57) 


Докажем эту формулу, пользуясь теоремой Грина 


Деве) = | ваз вода 


Рис. 16, Поверхность ° Рис. 17. К вычисле- 

разрыва {;› сзаданными нию потенциала по- 

скачками $ и у. верхности разрыва, в 

у помощью — теоремы 
Грина. 


1 
Обозначим опять через ^ расстояние до точки Р и положим ® =: 


Пусть © — искомый потенциал с заданными посредством (56) раз- 
рывностями на поверхности [,.. Вне этой поверхности Аф всюду должно 
равняться 0. 

Границами области интегрирования ‚будут теперь служить: во-пер- 
вых, внешняя поверхность, которую мы (как и в $ 14) будем предно- 
лагать уходящей в бесконечность; поэтому она ничего не вносит в ве- 
личину интеграла по поверхности. Во-вторых, сфера вокруг точки Р, 
которая, как показано в 5 14, вносит в указанный интеграл слагаемое 


1 
Ф(Р)- —- . 4п? == 4 (Р). 

72 : 
В-третьих, оболочка с поверхностями /; и 5, © помощью которых мы 
исключаем из области интегрирования поверхность разрыва. В огра- 
ниченной таким образом области © и % веюду — конечные непрерывные 
функции, удовлетворяющие условию До ==0, Аф==0, так что правая 


+ 


38 Векторы и векторные поля 


сторона уравнения Грина обращается в нуль. Остается, следовалельно 
только 


ино [аи [а 


Будем с правой стороны всегда соединять попарно два противолежа- 
щие элемента поверхности ар и 4/.. Пусть направление нормали 


к данной поверхности п совпадает с п‚, тогда п, =— 8; п. =. 
Следовательно 
1 1 
9— В 
9% о 94 г 
9% `` т’ № т’ 


При таком соединении мы получим интеграл, распространенный по 
поверхности разрыва: 


акр) = || [вый (35- а, о] [Гав ею 


Если теперь положить здесь 


1. 9% 
и“ (^, ста, --) = — | стад.) 
и ввести далее как для у, -- у, == — (5 ето 2) так и для $, — Фа 
1 


заданные формулой (56) скачки, то получается В (57). 
$ 16. Однородный двойной слой. Двойной слой © моментом $ 
образует согласно (57) потенциал 


1 
ф= [ав (®, вай, >). 


Это выражение позволяет сделать важное преобразование. Если г — век- 
хор, проведенный от точки Р к элементу ар, 10 


1 
ата, И 


слел^вательно 


Тогда потенциал 


+ 4 - 605 (п, г) —ае 
72 


Но 


Обнородный двойной слой 89 


есть телесный угол, пол которым наблюдатель, находящийся 
в точке В, видит элемент поверхности 4/,„, а потому мы получаем 


=. = 49. (58) 


При этом @© надо брать положительным или отрицательным в зависи- 
мости от того, видна ли из Р положительная или отрицательная сто- 
рона элемента. 

Если теперь < на поверхности есть величина постоянная, то двой- 
ной слой называют однородным. 

Уравнение (58) принимает тогда простой вид 

2=<,. о. 
Лотенциал однородного двойного слоя с моментом 


< равен произведению т на телесный угол 9, под кото- 
рым виден из точки наблюдения контур этого слоя. 


Рис. 18. Телесный угол 49 Рис. 19. Потенциал одно- * 
при вычислении потенциала, родного двойного слоя, 
однородного двойного слоя. зависит только от вида 
На рисунке нужно считать ограничивающей  кри- 
4® отрицательным, так как вой. 


наблюдатель смотрит на 
отрицательную сторону 
двойного слоя. 


Если стянуть пограничную кривую как отверстие кошелька, полу- 
чается замкнутый двойной слой. При этом @ для точки Р, находя- 
щейся вне объема, ограниченного поверхностью двойного слоя, обра- 
щается в нуль, для точки же Р внутри указанного объема— в 4х. Итак, 
если однородный двойной слой вамкнут (положительная сторона на- 
ружу), то вне слоя веюду $ =0, внутри же елоя © = — 415. 

Величина потока у == — стае, образуемого однородным двойным 
слоем, получается из следующих соображений: если 6» есть изменение 
Ф при переходе на вектор ба, то (у. да) = — 62 = —<69, 

Нри этом 8@ есть изменение телесного угла при передвижении 
точки Р на 6а. Точно такое же изменение 6 получается в том слу- 
чае, если закрепить положение точки Р и сдвинуть весь двойной 
слой на— ба. При таком смещении элемент длины 4$ контура, огра- 
ничивающего поверхности, описывает элемент поверхности = [а - 4$], 
который из точки наблюдения Р виден под телееным углом 


(г [ба : 4$]) _ ([43-г] ба) 
Е ТВ * 
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Отеюда интегрированием по всей кривой получается 49. Таким обра- 
зом для каждого направления ба 


(у. ба) = (22. Мы 


и, следовательно, 


_ [вт] 
У = яв. . 

При этом г есть вектор, направленный от элемента 4$ кривой 
в точку наблюдения. 

$ 17. Вихрь и теорема Стокса. В $ 9 мы называли векторное 
поле безвихревым, когда для любого замкнутого контура интеграл по 
Бривой 


ф у, 45 ` (59) 


равен нулю. Необходимым и достаточным условием для этого являлось 
условие, чтобы вектор у мог быть представлен в виде — ста@ <, т. е 
другими словами, чтобы существовал некоторый скаляр Ф, обладаю- 
щий свойством 


Отсюда сейчас же следует, что для безвихревого вектора три вели- 
чины 


ЕЕ. 
“08 
АЕ 
м2 9 м 
м — уу бу 
=: 50 ТИ 


всюду должны быть равны нулю. Естественно поэтому эти три вели- 
чины \,, №, №, принять з& мёру силы вихря векторного поля у. 
Нокажем, что вводимые формулами (60) величины №, \,, №, на са- 
мом деле представляют составляющие некоторого вектора; для него 
мы введем символ гоф у и будем его называть: „вихрь у“. Итак, на- 
пишем уравнения (60) (сначала чисто формально) в виде: 


Ме ОВУ, (60а) 


(0%. 0% 20 69%. НАЛ 


Покажем прежде всего связь между интегралом по кривой (59) и 
новой величиной №; для этого раесмотрим площадку, лежащую в пло- 
скоети ху (рис. 20); обойдем ее в положительном направлении, т. е. 
так, чтобы обход был связан с поступательным движением вдоль 2, 


ИЛИ 
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= 


как вращение с поступательным движением правого винта. Вычислим 
для такого обхода интеграл по кривой 


ф У, 45 == ф (у„ах -- у, Чу). 
Будем вычислять сначала первое слагаемое та у,4х; при этом будем 


всегда соединять попарно участки кривой, соответствующие одному 
и тому же 4х(при У” и у’ < У"). При положительном обходе контура 


й 
Рис. 20. Интеграл по контуру Рис. 21. К теореме 
для плоского участка поверх- Стокса. 
ности, 


4х будет положительно при меньшем значении у (у”). Элемент 4х 
вносит, следовательно, в интеграл у: у, 4х член 


ду 
а ча | ЧЕ. 
* и 
Общая сумма будет равна 


ду, 
ф у, &-=— | [з= деду, 


где интеграл справа берется по всей поверхности. После аналогич- 
ного преобразования второго слатаемого о у, ау, получим 


Е А СЛ 
ы 85 Я: у 
ф У 85 — ИА (2. бу | ат4у, 
й 


где подинтегральной функцией двойного интеграла является как раз 
введенная нами величина \,. Выберем / настолько малой, чтобы ве- 
личина \, внутри [ изменялась очень мало, тогда 

ф У 48 = м, Г 


или точнее 
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\ 


Итак, чтобы определить в любом месте поля у величину \,„ нужно 
найти разность частных производных по формуле (60), или вычиелить 


для соответствующей точки интеграл фу, 45 по контуру площадки, у 
которой правовинтовая нормаль параллельна оси 2; далее нужно его 
разделить на площадь {Г и перейти к пределу, устремляя величину 
площади / к нулю. Согласно (61), этим пределом будет \м,. Анало- 
гично получаются величины \, и \,, если нормаль к площадке с по- 
ложительным направлением обхода идет вдоль оси х или у по пра- 
вилу правого винта. 

Спрашивается теперь, что же будет представлять собой величина 


если нормаль п к поверхности { будет ориентирована некоторым про- 
извольным образом [направляющими косинусами с0$ (п, 2), ©0$ (п, У), 
с03 (п, 2)] по отношению к координатной системе. — Поместим начало 
координат вблизи элемента поверхности; тогда можно представить 
вектор у в области, содержащей элемент /, в виде ряда Тэйлора: 


ду. ду, ду, 
тЫ \ы (=), = т: д2 )2 
ду ду ИА 
= _ и МЕ. 1 
мытье) (а) 


ду. ду, ду, 


(=, (5), 


Если теперь подставить эти выражения в интеграл $ а ф (у, ах -- 


у, 
Ну, Чу -| у,42), то члены с у, и т пропадают, так как очевидно, 


что интегралы 


ду, С ОЕ 
У. фа и (5:)ф 2 (= 5 фа» 


обращаются в нуль. Таким образом остается только 


С ® д 
фи фич (Г 
У1о | 270 

ду ду 
Зы : и 24 
+). Ге (з").] ы 

ду, | ду, 
Бе), Ги 


Но стоящие здесь интегралы суть не что иное, как проекции дан- 
ной поверхности [ на три координалные плоскости. Еели иринать 
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во ввимание знак составляющих, определяемый направлением обхода, 
то получится 


70$ (п, 2 =ф=4у=— фу» 
{03 (п, у=ф24в = —феае 


[еоз (п, 2) = фу 2 == — г ау. 
Мы, следовательно, нашли 


‘ду: ду ду 
г | у, 48 = 008 (п, 5 (5. р сочи 9 -_ 
бу 
-| 0$ (п, 2) 9 ди): 09) 


Только это уравнение дает нам право трактовать введенные по фор- 
мулам (60) величины У, №, \, как составляющие некоторого век- 
тора, ибо уравнение (62) показывает, что и для произвольно ориенти- 
рованной малой площадки / с правовинтовой нормалью п имеет 
место соотношение 


уаз Г- м, =. [м - 008 (1. (628) 


Интеграл по кривой $ у, 48 равен произведению 
площади, ограниченной контуром интегрирования, 
на составляющую вектора тофу по направлению нор- 
мали. 

Эта, теорема содержит в себе одновременно определение для век- 
тора 10 у, не зависящее от выбора координатной системы. 

Теорема Стокса. Уравнения (61) и (62а), строго говоря, 
имеют место только для предельного случая /==0. Мы можем однако 
с их помощью вывести теорему, позволяющую вычислать интеграл 


4 у, 45 по любому замкнутому контуру. Для этого представим себе 
произвольную поверхноеть [, ограниченную данной кривой $. Задавая 
направление обхода, $, мы для каждого элемента поверхности Г одно- 
значно определяем направление нормали, соответствующей правияу 
правого винта. Разделим эту поверхность на малые элементы @/), 
а, аз ...› и т. д. Если мы для каждого из этих элементов в отдель- 


ности образуем величины $ у, 4$, фу, 4 ит. д. и еложим их, то 
члены, соответетвующие общей границе двух каких-либо элементов 
(например а и 4/.), взаимно упичтожатея, так как они равны но 
величине и противоположны по знаку. При сложении остается следо- 
зательно лишь интеграл по первоначальному контуру 


{5,4 = фу, @з- ее. 
7 


ар, а 
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Но уравнение (62а) мы можем применить к каждому элементу по- 
верхности. Таким образом мы получаем теорему Стокса 


фа = \', аЁ У == тобУ. (63) 


Следует при этом обратить внимание на то, что’ поверхность была 
проведена через пространственную кривую совершенно произвольно. 
Поэтому, если провести через контур две различные поверхности [, 
и [> (рие, 22), то соглаено (63) 


Дав в 


Но две поверхности вместе ограничивают некоторый объем. Кели мы 
в последнем уравнении переменим у одной из поверхностей (например /.) 
направление нормали на обратное, то 


И т м, а И} и м, 4,0, 


т. е. общий поток вектора \ через поверхность 
объема, ограниченного двумя поверхностями, равен 
нулю. Таким образом мы видим отеюда, что поле 
вектора м == гобу всегда есть поле без ис- 
точников, т. е. вообще справедливо 


Рис. 22. Отсутот- Фу тов у =0, (64) 
вие источников у 


гоб у 
что можно также показать непосредственно из (60). 


Вычислим го тофу, которым мы будем пользоваться в дальнейшем. 
Его составляющая по 2, очевидно 


ы Е. ЕКА ИВ 
ду \ 0% 0у 02 \ де 0% 
д; бу ду, 0%, бу, об У 
Неее о 
т. е., в векторной форме: 


10$ г0ф у = 2та4 уу — Ау. (65) 
Далее всегда, конечно, 
10 отай о = 0. (66) 
В дальнейшем мы будем пользоваться тажже соотношением 
| ду [АВ] = (В А) — (А то В), (67) 


которое применимо к ‘любым векторам А и В, что нетрудно проверить, 
написав его полное выражение чёрез составляющие. 
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$ 13. Вычисление векторного поля по его источникам и ви- 
хрям. В 5 15 мы видели, как можно вообще вычиелять безвихревое 
„поле по его источникам. В этом параграфе мы займемся общей зада- 
чей вычисления векторного поля по данным источникам и вихрям. 
При этом будем опять полагаль, что как все источники, так и вихри 
находятся на конечном расстоянии. Мы ищем следовалельно такое 
векторное поле у, для которого одновременно удовлетворяются условия 


Фуу== 4* (68а) 
тофу = 4те, | (68Ъ) 


где скаляр р и вектор © для каждой точки пространства даны. При 
этом ›е не может быть вполне произвольным; согласно (64) веюду 
должно выполняться условие 


Фус = 0. (686) 


Из доказанной в $ 14 теоремы о том, что безвихревое векторное 
поле, не имеющее источников, просто равно нулю, следует, что урав- 
нения (68а, 0) могут иметь только одно решение, так как разность 
двух решений всегда должна удовлетворять уравнениям Фу у=0 и 
т0{ у=0. Найдем теперь это решение. 

Для этого разложим искомый вектор у на два слагаемых у, и У> 


= (684) 

и попытаемся удовлетворить уравнениям (68а, Ъ), потребовав, чтобы 
тор у, = 0; Чу, = 4пр; (63е) 

тофу =4*6; Чу =0. (691) 


Иначе говоря, разложим искомое поле у на безвих- 
ревое поле у,, с заданными источниками, и на поле у, 
без источников, но с заданными вихрями. 

Это разложение можно произвести только одним путем, ибо безвих- 
ревая составная часть у,, согласно $ 15, однозначно определяется 
требованием (68е). Ее значение будет: 


у, = — та@х, причем = ГГ (685) 


Нам остается теперь только определить поле без источников У. 60- 
глаено (68). Отеутетвие источников позволяет представить у, как 
вихрь некоторого другого вектора А 


У) = 10 А. (68) 


Определенный таким образом вектор А называется векторным 
потенциалом у,. Подобно тому, как при определении Ф по пер- 
вому из уравнений (689) мы можем прибавлять к нему произвольную 
постоянную, можно также и к векторному потенциалу А, не нарушая 
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уравнения (681), прибавить любой безвихревой вектор. Выберем его 
таким образом, чтобы выполнялось условие 


@ФуА ==0. (681) 
При таком выборе А из (68Г) получается 
10$ го$ А = 4е, 
Из правила (65) и условия (681) получаем уравнение 
АА Як, (68) 
совершенно аналогичное лапласовскому уравнению для скалярного 


потенциала, 
Дф = — 4, 


решение которого дается в (685). Эта аналогия позволяет нам сразу же 
написать решение (68). Оно будет: | 


д ] у 1 бе, (681) 


Этими формулами поставленная вначале задача решена. Оконча- 
тельный результат таков: 


у = — стадо -- г А 


И 


Мы холжны еще убедиться в том, что векторное поле А, данное 
(681), действительно не имеет источников, как это было потребовино 
в (681). 

Очевидно, согласно (681). 


ана Г] (свеча, &=— || [| (сезарн) а 
1 ие 2@ т 
(. ва, = у (;) а Чу с. 


А так как, согласно (606), © всегда должно быть задано как вектор 
без источников, то 


пни а Га 


Если ‘теперь { охватывает всю систему вихрей, то с, га { веюду 
должно равнаться нулю, т. е. другими еловами поле вектора А дей- 
ствительно источников не имеет. 


Но 


Изменение со временем потова через движущийся элемент 47 


При применении уравнения (42) ко всей системе интеграл” по по- 
верхности, уходящей в бесконечность, равен нулю. Отсюда следует, 


что 
ГГ (У; : У) 42 =0. (681) 


Если образовать скалярное произведение двух век- 
торов: одного безвихревого, а другого — без. источни- 
ков и взять интеграл этого произведения по объемт, 
охватывающему всю систему, получится нуль. 

$ 19. Изменение со временем потока через движущийся эле- 
мент поверхности. Пусть А — произвольное поле скоростей; пусть 
оно изменяется со временем и так, что А пусть 
будет некоторая функция (непрерывная и диффе- 1 


ренцируемая) 5, у, 2 и 1. Тогда Я / А, аГ есть 


поток через поверхность {, т. е. объем жидкости, 
протекающей через [ в единицу времени. Если 


поверхность неподвижна, ло || А,4/ = 


дА 
= 1 | ИЕ, 4Г есть изменение потока со вре- 
Рис. 28. Изменение 
менем. Но если поверхность сама движется, то потока через движую- 
поток будет изменяться еще и по той причине, щуУюся поверхность. 
что в различное время поверхноеть { будет на- 


ходиться в различных местах поля А. Обозначим символом А новый 
вид дифференцирования по времени, определяемый по формуле: 


— [ и А.Г — ый } Аа (69) 


А. есть, следовательно, вектор, поток которого через движушуюся 
поверхность равен изменению во времени потока вектора А через 


эту же поверхность. Для того чтобы вычислить А мы должны точно 


знать движение поверхности. Предположим, что это движение описы- 
вается вектором и, который задан для кажлого элемента поверх- 
ности и представляет его скорсеть. 

Пуеть (рис. 28) {, — положение нашей поверхности в момент вре- 
мени (— и /, —ее положение в момент #; 7. можно получить из Х., 
одвигая каждый элемент поверхности из положения {| на вектор и@& 
При таком смещении коитур опишет поверхвоеть в виде узкой половы, 
которая вместе © поверхностями /; и {> дает замкнутую поверхность, 


ограничивающую объем &#- ] Г и, 4Х. 
Данное формулой (69) изменение потока А через поверхность [ 
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нужно вычислять как разность между потоком через [» в момент вре- 
мени { и потоком через {, в момент #— а 


& [|= Ду, и | 


Применим теорему Гаусса к плоской коробке, ограниченной поверх- 
ностями {,, |, и бортом, описанным контуром поверхности при семеще- 
нии для момента времени {. Для этой коробки нормаль к поверхности /, 
будет являться внешней нормалью, нормаль /, — внутренней. Элемент 
поверхности борта как по величине, так и по направлению своей 
внешней нормали дается [48] 4. Таким образом теорема Гауеса дает 


Я А, ‚а --&ф (А [пр — ааа (УЛ) и аГ. 
Та тд 


Далее 


Гота [би ПИ 
Следовательно 
Г.Г АььаР,— Г Аа, = 


=@| Г А,ар, + (ах хньа, — $ (А [@вир 


Последнее слагаемое справа’ можно преобразовать по теореме 
Стокса 


ф (а Мзп = $ (па 48) — /Г. Г соеалу, а/, 


так что окончательно получаем 


е Г Гльи= 1} Г (А шат А — тов [мА], 9. 


Тем самым вычислен вектор А, определяемый (69). Он равен 
А =А--цамА — гов [мА]. (69а) 


Это выражение имеет 06060 важное значение в электродинамике, 
когда нужно вычислить изменение потока индукции, пронизывающего 
движущийся проволочный контур. 

$ 20. Криволинейные ортогональные координаты. Многие вы- 
числения электродинамики можно значительно сократить, если вместо 
декартовой координатной системы пользоваться другой системой, учи- 
тывающей особые отношения симметрии в рассматриваемой схеме: 
Определим новые координаты и, и», и; таким образом, что прямо- 
угольные координаты будут даны, как функции %, %, в: 


7 


= (4, \ь, и) 


У=у (и, и, из) 
&=2(%1, 4%, №). 
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Мы ограничимея случаем, когда три семейства поверхностей 
и; = 6©0156., из = 60154, и; = 001%. ортогональны друг к другу. 


Тогда элементарный отрезок 45 = 42? -- ау?-{ 42? представляется 
выражением вида - 


452 — а? -|- 12а? -- 23, з 


где й,, №, № могут в свою ‘очередь быть 
функциями от №, %, из. Кроме того установим, 
что новая координатная система так же, как 
и первоначальная, будет правовинтовой сиете- 
мой. Рассмотрим теперь бесконечно малый па- 
раллелепииед, диагональю которого является 
элементарный отрезок 43, а ограничивающие 
поверхности совпадают соответственно © пл0ско- рис, 24. Криволиней- 
стями и, = с0156., и, = с0156., из == 0154. Его ные ортогональные 
ребра равны тогда #4, Ъ.Чи», паи», а объем координаты. 
равен 4,34 и, амь@из. Пусть далее © (и ии) — 
некоторая скалярная функция, а А — векторное поле с составляю- 
щими А, А» А, по трем направлениям и, 4, из. , 
Для составляющей градиента ф по и, имеем непосредственно 
из рис. 24 | 


А 
8 Рац, 
Р,аи, 0 


А) —5 (0) 
рта +). — о 0). 
(5 т ): РЕ 7. аи: 
или . 
1 45 
(ста@ф), = би (70а) 


и соответственно так же для направлений 2 и 3. 

^ Для вычисления расхождения обратимся опять к теореме 
Гаусса: поток через поверхность ОВНО в направлении внешней 
нормали равен — А, й.й,Чи.4из; при этом поток через АСТ будет 


Аа 5 (АЛ) ан, аизаиь; 


аналогично и для двух других пар поверхностей. Складывая все эти 
выражения, получим общий поток 


ФУА. ыы иди, =] | А, аГ, 
откуда следует уравнение 


т п 9 
А = [ дах ЛЬ А) - и бы А) д 5) _ (105) 


В йь | ди: К 


Первая составляющая вихря получается путем применения 
теоремы Стокса к поверхноети ОВНС. Так например: 
Н 


о 
} а | А, (Алан) и итд. 
<. 
В {9 


4 Абрагам Беккер. — Теорня эхекар, 
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Следовательно 
1 
СоА)= Е сс ль) — диз |. (10) 


Циклической перестановкой индекса получаем А и для 

двух других направлений. 

‹ Наконец, Лапласовский оператор А = @1у ста получается ком- 
бинированием (70а) и (70Ъ) 


ерк! 9 [№№ 95 9 [151 >=. д [1,1 =] 
м о рт ПТ ди ма 


Приложим эти формулы к двум 06060 важным случаям: 
®) Цилиндрические координаты 


=”. 605% \ 
у =. та 
у ` # = 

48? = ат? | 724? 422. 

В этом случае мы имеем следовательно 

чех и = 0 =1 

4% = и № = 

ив == | №: =1. 


Из (70а) до (704) получаетея 


у 


ата, © = . ‚ вта@. Ф =, пад, 
а 1 1 9А, ` дА, 
и о ы ЕЕ 25° 
10А, 0А, 
(гоБА), = р» 
(го А), = - гв т. 
ду 


10/9-\ 10% @% 
му 5) 70 Г д 
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Ъ) Полярные координаты. 
=: 605% 31 8 
у =: зто $ 
2 = 605$ 
45? = 473 | 7? $112 9452 | х249?. 


Мы должны, следовательно,“ во всех уравнениях (70) до (704) по- 
ложить 
= 1 


5 =$ И Йо = 


49 = & 1 = зщ 3. 
Тогда 
гаа, Ф— о отаЧ. $ . ее отай ® = - ие ] * 
и - т о ба ушел’ 
: > 1 ‚ Аа 
—— } 
@уА А т Те т т" Ш "то ах › 
1 д дАз 
` = зш 3 
(го А НЭ в 55 (5 А.) — г 
Е 1 т (195) 
т АТ 


ое г те |. 


р [2 1 д до 1 Ро 
ыы зд ая ОРЗ 4 о 
Ао — = 5% (* * + эн 29 (о м) т ее 


$ 21*. Тензоры. Полярные и аксиальные векторы. Как мы ви- 
дели в $3, уравнение (9), каждому направлению $ пространства 
вектором а сопоставляется скаляр 


а, = а, 003 ($, 2) --а,603 ($, у) -|- а, с0$ (5, 2), 


который есть не что иное, как составляющая этого вектора по на- 
_ правлению $; а, зависит * линейно-однородно как от составляющих 
воктора а, а, а, так и от направляющих косинусов. 

В физике часто бывает, что по аналогичному закону каждому 
направлению сопоставляется некоторый вектор 4 


Ч = 4; с03 ($, 2) -- 45 00$ (3, У) 4: 00$ (8, 2); (71) 


здесь вместо скалярных „составляющих ‚вектора а, а, а, выступают 


три вектора 4, 42, которые сопоставлены направлениям х, 
И 


4 
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Подобно тому, как три скаляра а,, а, а,, сопоставленные коор- 
динатным направлениям, определяют собой некоторый вектор а, три 
вектора 4, 4», 4з объединяют в новую величину, которую называют 
тензором. Под составляющими тензора понимают 8 Ж3=9 
составляющих векторов 4, 4, 45. $ 

Так как направляющие косинусы в (9) или (71) являются соста- 
вляющими единичного вектора $, то можно также написать 


Ч = 4: 5,48, 935, (та) 
Это пишут сокращенно 
ч=9-5 
и говорят, что вектор 4 получается путем умножения тензора © 
на 8. Точно так же тензор @ можно перемножать с любым вектором г, 


длина которого |г|==7; таким образом 
получается - 


9 = Чт,-Е фт, -- Чт, 7 
==#[4, с05 (г, 2) -- 45 е03 (г, у) -Е 
- 93003 (г, 2)]. ` (@1) 


Каждому вектору г тензором © сопо- 
ставляется следовательно линейно-одно- 
родно вектор © - г. 

Чтобы пояснить физическое значение 
тензора как вновь вволимой величины, 
рис. 25. Равновесие на тетра-. УЖажем на то, что, например, напря- 

эдре. жение в какой-либо точке твердого тела 
дается теизором. 

Проведем через точку Р подвергнутого напряжению тела элемент 
поверхности 4ЁР и припишем ему направление нормали 8. Предетавим 
себе теперь, что вещество, прилегающее к элементу поверхности, 
удалено с той стороны, куда указывает нормаль. Для того чтобы 
оставшиеся части не сместились, необходимо приложить силу, рас- 
пределенную по элементу. Деля эту силу на Г и относя ее тем самым 
к елинице поверхности, получим напряжение, действующее в точ- 
ке Р на площадку аЁ последней принишем также определенное 
направление обхода. Каждому положению площадки, проведенной 
через Р, а, следовательно, каждому единичному вектору 3 отвечает 
свой вектор напряжения Т. Спрашивается, как зависят друг от друга 
векторы напряжения, отвечающие различным направлениям 8%. — Возь- 
мем прямоугольную систему координат с началом в точке Ри отевечем 
от вершины первого октанта бесконечно малый тетраэдр (рис. 25); ве- 
личина плоскости основания его пусть будет равна аХ, а внешней нор- 
малью служит $ с составляющими 8,==6054, 8, ==60$8, 5, == 6051. 
Тогда остальные поверхности будут 4/05, 4Ёс0з3, а! созд; напря- 
жения, действующие на них, будут — Т,, —Т,, —Т., если №, Т., Т. 
суть напряжения, отвечающие положительной оси Х, У, И 
(внешние нормали поверхностей тетраэдра имеют направление отри- 


= 


? + 
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цательных осей). Если Т есть нанряжение, действующее на осно. 
вание, то силы, действующие на тетраэдр, будут: 


Та/— Т, 4Гсоза, — Т, аЁсоз 3, — Ть4Ёсо$ + 
Условием равновесия будет следовательно 
Т4/— Т, 4/ сз 1, 416038 — 1, 46081 =0. 
Отсюда следует искомое соотношение 
Т=Т, с05«-- ТТ, со В -- Т, с0з 1. (72) 


Сравнение с (71) дает, что напряжение в точке твердого тела 
является тензорной величиной. Оно задано, если для какой-либо снетемы 
координат известны напряжения Т,, Т., Т., отвечающие направлениям 
осей. Из этих величин, а также из направляющих косинусов нормали 
к поверхности линейно-однородно слагается напряжение Т, действую- 
щее на эту поверхноеть: 


Если Т,, Т,, Т, — составляющие Т, то имеет место 
Т. = 7, с0зя-[ Р,. 605 В- Т\з ©0517; 
Т, = 7: ©03& -- 73 вов В -|- 536031; 
Т, = Ть, е05&-- То 0$ В- Тьз 031, 


где, например, Т., будет составляющая Т, по оси У. В частном слу- 
чае тензора напряжений составляющие этого тензора удовлетворяют 
условию симметрии 

Тк = Ты» 


значение которого мы вскоре увидим. 
Дальнейший пример тензора мы получим следующим образом: 
В $ 9 уравнение (33а) ‘мы видели, что возрастание скаляра Ф 
в каком-либо направлении дается соответствующей компонентой век- 
тора, являющегося градиентом о: 
до дФ до 92 
= = 603 ($, 2) -- —— 60$ ($, % —— 603 (8, 2). 
= 2 608%, ЕВ, (УЕ. с03 (8, 2) 
Если векторное поле задано тем, что каждой точке пространства 
сопоставлен вектор а, то каждая из составляющих а, а, а, сама по 
себе образует скалярное поле. Нрименим к ним уравнение (33а): 


да, да, да, да, . 

Е с0з ($, 2) -- -у 0$ ($, 9) -- -= °0$ ($, г) 

да да, да да 
 . 005 (8, 2) — 603($ = 60: 

а 09° ($, 2) -- бу 0$ ($, 2) -| 2. 603 ($, 2) 

да, да д 


: : а, да, 
555 = 5 ` 80° (8, <) 8% 608 (3, У) Е, 605 (8, 2). 


". ` 
и 
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Перемножая каждое из этих уравнений с соответствующим ему 
основным вектором (1 или } или К) и складывая, получим; : 


4 
да. да да да 
а 008 ($, )-- та 603 ($, У) -5= 603 (5, 2). (73) 


Следовательно, в то время как возрастание скЯлярного поля опре- 
деляет вектор, производная векторного поля дается тензором. 

Полученный результат можно применить физически. Самая общая 
деформация тела определена, если для каждой из его точек известен 
вектор смещения. Рассмотрим малый вектор 4$ с составляющими 45, 
4у, 42, соединяюнтий две точки тела, подвергнутого деформации. Если 
а (х, 7, 2) есть смещение точки 2, У, 2, то’оэлемент 48 изменяется 
на разность смещений своих конечных точек, т. е. на 


да, да да 
а. Е а (73а) 


Этот полный дифференциал нужно попимать, согласно (71а), как 
произведение тензора деформации (состоящего из частных производных 
вектора поля) на вектор 45. 

Если обозначить- составляющие тензора, как выше для тензора 
натяжений, через 0:1, 41.,... 41... И т. д, так что 4, будет 2-ая 

‘составляющая того вектора, который сопоставлен #-той координатной 
оси, то векторное уравнение (71) можно написать в составляющих 


М4 = Ч г. 42 г, | 913 г, 
Чу 41 Г» 92 Ру-[ 93. ` (135) 
Ч; == 431 Г, + 42 Г, -Е 9ззГ, . ) 


Составляющие тензора, которые являются коэффициентами этой 
линейной системы уравнений, можно наглядно ‘расположить таким 
образом ы 


Ч, 915 913 


921 Ч52 928. 


943, 982 983 


Эта таблица называется квадратичной матрицей. Диагональ, 
идущую слева сверху направо ВНИЗ И содержащую элементы с двумя 
одинаковыми индексами, называют главной диагональю. Если 
все элементы, получающиеся попарно один из другого путем веркаль- 
ного отражения в главной диагонали, равны, 10 матрица, так же 
как и тензор, называетея симметричной. Для симметричного тен- 
зора имеет поэтому место з 
412 — 4515 913 == 931; 953 == @во- 

Еели же составляющие тензора, получающиеся отражением в главной 
диагонали, равны по величине, но противоположны по 


. 


> 
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знаку, в то время как все элементы главной диагонали обращаются 
в нуль, то тензор называется антисимметричным или косо- 
симметричным. 

Если мы имеем два тензора А и В, которые при умножении на 
вектор г дают векторы 


а—=А.г=ат,-- ат, аут, 
= В. г—= г, -- Вог, -- Вт, 


а--Ь — (а. --Ь,) г. -- (5-Е) г, - (а №) г.. 
Векторами (а --Ъ,), (а.-РЪ.), (аз--В.), которые сопоставлены 
соответственно трем координатным направлениям, определяется тензор, 
произведением которого на г как раз является (а--Ъ). Обозначим 
его А-- В и назовем суммой тензоров А и В. Его составляющие 
получаются путем сложения соответствующих составляющих А и В; 
его матрицей будет 


а: а-Р0ю аз 03 ь 
аа -- в, аз 0 аз |- 
а -Е 6 аз» аз -Е 9 


Веякий тензор можно представить как сумму симметричного и анти- 
симметричного тензоров. Соглаено правилу сложения имеем 


то 


Ч1: 912 91з Ч11 15 (5-2 41) Ч (ав 41) 
Чет 99 98 |==| 15 (45 91) 425 115 (48-Е 9з>) |-- 
931 Ч32 933 1 (Ч1з-Е 41) 1 (4эз- 93) Чзз 
0 1] (915 — 91) Ч (4.3 — 41) ` 
-Н| 34 (41 —91э) 0 115 (4в— 432) |. 
1] (431 — 913) "5 (4 — 95) 0 


Первая матрица справа действительно есть симметричная, вторая— 
кососимметричная. 

Нас интересуют теперь те свойства тензора, которые не зависят 
от случайного положения координатной системы. Для этого напишем 
(73Ъ) в сокфащенной форме 


3 


О дв @=1, 2,3) (130) 
Ч. 
\ 
где через 4,, 45, 4; обозначены составляющие вектора пож; у, г. 


Если мы новернем координатную систему таким образом, что 4’ иг, 
будут являться составляющими {и г по отношению к новой коорди- 
натной системе, то между этими величинами будет существовать уже 
другое соотношение 


Ч/ = У Ч Гу. (73а) 
5 
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Пусть вращение координатной системы описывается девятью напра- 
вляющими косинусами 4, новой координатной системы в отношении 
старой. 
Тогда 
й ® ЕР 
9; =. 4; 4; Г. = У» Гь› (73е) 
8 к 
& между 4, будут существовать соотношения ортогональности 
1 ® 
ыу б. =6,, и Ува, 5 б„. (73Г) 
4 $ 


(6, означает нуль при $ и 1 при $ =). 
Если ввести в (734) уравнения (73°) и (73е), то получим 


Та Е @ 
чз Чзк Гк — Ч Е ГЕ’ 


8 8 
Это уравнение имеет место для веякого вектора г. Следовательно 


® НР й 
% Ч: Е о Ч: 9; 
^`8 


Перэмножение на а„ и суммирование по й дает согласно (731) ‘преоб- 
разование тензора 


г 
Ч. — о 4; “их Чех (735) 
8, К . 
Из уравнения (735) мы прежде всего заключаем, что если для всех 
индексов 4; = 4, ТО И Ч, =4н’. С другой стороны, из 4, == — 4, еле- 
дует также, что 4, = — 94. Свойство симметричности и 


антисимметричности тензора не зависит от системы 
координат. 
Если положить в (735) $ = и просуммировать пох, то в силу (731) 


получится 
Ко / 
№. 9» = у Чв >. 
\ г 8 


Сумма всех элементов главной диагонали тензора является, вначит, 
также инвариантом. | 

„Единичный тензор“ 8, при вращении по (73#) вообще не изме- 
няется; следовательно, имеет место также 


г ол 
Ч» Е; 8, = о Ч “у, (4х ЗА 8), 
8, К 


где ^ — произвольное число, Так как детерминант а, равен 1, то 
правило умножения теории детерминантов дает важную теорзму: ^ 
_ Значение детерминаита 


Чи —^ 915 913 
Е (0) = 951 425 —^ 453 (735) 


й 
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не зависит от координатной системы. Следовательно, все коэффи- 
циенты полинома /(^) имеют инвариантное значение. В частности 
имеют инвариантное значение корни >’, ^", №", урав- 
нения /’()) =0, называемого „вековым. уравнением“. 
В качестве примэнения рассмотрим доформацию непрерывной 
среды при условии, что скорость у в каждой точке дана. Спраши- 
вастся, каково будет изменение расетояния 2,2525. двух материальных 
точек за время 81. Соединим две соседние материальные точки век- 
тором 8 составляющими 51, %., 
%.. Тогда начало $ за время 0 
передвинется на расстояние убё, ко- 
нечная точка, напротив, на 


(у-|- (стай у. 8) 5. 


Составляющие $ претерневают, сле- 
довательно, изменение со скоростью 


Рис. 25. Изменение вектора 84$, с0- 


р У ду ня (13) единяющего две материальные точ- 
бд,“ ки, при деформации. 


ду 
Разложим лензор -— скорости деформации на его симметричную 


9%, 
и антисимметричную части 
А а а о 
в") 80 


Симметричную часть 
ь 2 = о у (==) 
Ё 


можно описать следующим образом: если поставить вопрос о том, 
существует ли такой вектор, который не изменяет своего направления, 
то этот вопрос сводится к нахождению такого вектора, который дол- 


жен удовлетворять соотношению 2, ==. Система уравнений 


— бк = №, (731) 
® 


имеет решение только для такого ^, для которого детерминант 
Е (=, — 2, |==0. 


Каждому из корней ^, ^", \"” этого уравнзния отвечает, согласно (731) 
направление х,. Если воз три корня различны, то уравнением (731) 
даютея три вектора х,, х;’, х,”, которые при симметричной дефор- 
мации сохраняют своз направление. Напишем уравнения 


т РА, 
У иках 8 
р 


1 
*. 89 
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4 ” 


м о т" а 2"; 
К 


умножая первое из этих уравнений на х,”, второе на х,, вычитая 
затем одно из другого и произведя суммирование по 2, в силу сим- 
метрии Ф„, получим * 


0 =— (№ Бе №") (ая -|- ты -- 2.05.) 1 


Различным „соботвенным значениям“ ^ соотвэтетвуют различные 
„собственные векторы“ х, которые перпендикулярны друг другу. 
Самая общая симметричная деформация заключается, 
следовательно, в растяжении или сжатии по трем 
взаимно пернендикулярным направлениям. Если повер- 
нуть координатную систему таким образом, чтобы ее оси совпали 
с этими направлениями, то 


= ГР 


РРР ОВ Ель Е ИЯ 
21 = №; 2 =А 9; ИА ==^ 9. 
Для изменения материального объема Г =х, : ть. ж; получается 


пех 3 $ я 
ИССА и 7 И и 
- = 2175 Нажож- жижьть == Р (ИНЫХ). 
Но сумма трех корней ^/-- ^”-|-^”” есть след тензора и, как таковой, 
инвариантна по отношению к предиринятому повороту. Следовательно 
Г / 


/ ` \ . в 
МЕ -НА” == 9 5 а - 23 = МУ. (731) 
Таким образом мы расхождение вектора представили, как след тен- 


1 

зора =. 
р 0%, 

Антисимметричная часть а, [уравнение (73К)] нашего 


тёнзора, 
. ® 
8 ое. а, ан =0 (73т) 
® 


оставляет бев изменения все углы и расстояния. Для 
доказательства расемотрим изменение во времени скалярного произ- 
ведения двух любых векторов хи з;": 


а фо мии, к © 
Е си Уи У а: 
а 4..— я (ига Ра) = У ке’ > Чт к Фу. 
4 4 ®,К ьк 
Если во втором слагаемом переменить местами индексы @ и й, то 
получится 


би У, МИ. 
И № = м тих (а, ан) =0, 
7 к 
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чем Утверждение и доказано. Тензор а, должен, следовательно, опи- 
сывать поворот. Это можно видеть непосредственно, если обозначить 


В (730} 
Тогда (738) дает. 
2 == ааь-- ау Е — 
ге 1) = аа: аут == 3% — т 
2 =анх, ава == 042 — 5. 


Сравнение с уравнением (21а) г= [иг] показывает, что уравнением 
(731) описано не что иное, как вращение, и что вектором а, выра- 
женным уравнениями (730), определены ось вращения и скорость 
вращения. Согласно (73К) вектор п связан с первоначальным полем 
потока у уравнением 

@ = = гу. (74) 


Скорость вращения п, а равно и гоу, собственно 
говоря, не являются векторами, а представляют со- 
бой антисимметричные тензоры. К таким величинам при- 
меняют иногда термин ‚аксиальные векторы“ в отличие от нор- 
мальных или „полярных векторов“. Дальнейшим важным примером 
аксиального вектора может служить векторное произведение двух 
векторов а, и 6,, которое собственно следовало бы описывать как 
кососимметричный тензор 


си, = — аб, а, 


Данное в (730) представление кососимметричного тензора посред- 
ством вектора возможно только для трехмерного пространства, да и то 
лишь постольку, поскольку мы ограничиваемся правой координатной 
системой. Согласно (735), законы преобразования векторов и анти- 
симметричных тензоров тождественны только тогда, когда детерминант 
|а‚| равен -|-- 1. Если же этот детерминант равен-—1 (что означает 
переход от правой к левой системе), то сразу же обнаруживаетея 
разница в существе этих двух величин. Положим, например, &, = — 0 
(отражение в нулевой точке). Тогда ‘составляющие вектора соглаено 
(73е) меняют свой знак, в то время как все тензорные составляющие 
остаются неизменными. =: 

В предыдущих параграфах введение акснальных векторов всегда 
регулярно проявляло себя тем, что для их объяснения мы вынуждены 
были пользоваться понятием правого винта. Этого понятия, а с ним 
и ограничения правой координатной системой, можно совершенно 
избегнуть, если вместо аксиального вектора всегда вводить соответ- 
ствующий тензор. 

Резюмируя, можем сказать, что для трехмерного пространства мы 
в векторном произведении обладаем простым и наглядным сноеобом 
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представления кососимметричного тензора. Чтобы избежать, однако, 
недоразумений, мы не должны забывать, что здесь идет речь только 
о практическом правиле, область применения которого имеет свои 
границы. : 

В применении к физике мы чаще всего будем ветречатьея с тен 
зором напряжений. В теории упругости тензор напряжений получается 
из симметричной части тензора деформаций путем применения закона 
Гука; так как ни тензор деформаций, ни закон Гука не содержат 
какого-либо преимущественного направления поворота, то тензор 
напряжений является симметричным, как это выше уже было.сказано. 


В. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ. 


Т. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ПУСТОТЕ. 


$ 22. Сила электрического поля. Еели натереть кошачьим мехом 
сургучную палочку, то оба эти тела, а равно и окружающее про- 
странство приводятся в 0собое состояние, которое проявляет себя тем, 
что находящиеся вблизи легкие частицы приводятся в движевие; , 
в этом случае говорят, что тела, вследствие трения „наэлекгри- 
зовались“, окружающее же пространство представляет „электри- 
ческое поле“. Электрическое состояние присуще не только сургуч- 
ной палочке и меху; оно передается так же и металлам, если послед- 
ние привести в соприкосновение с этими телами. Возникновение 
электрического состояния не связано © процессом трения; металличе- 
ская пластинка, соединенная проволокой с одним из полюсов батареи, 
также проявляет, после удаления проволоки, электрические дейетвия. 
Предиоложим, что наэлектризованная металлическая пластинка поме- 
щена в воздушную среду. Окружающее ее электрическое поле иееле- 
дуют е помощью ‚пробного тела“, например, с помошью бузинно- 
го шарика, покрытого сусальным золотом; пробное тело электри- 
зуетея прикосновением сургучной палочки или меха, предварительно 
налертых друг о друга. 

В электрическом поле на это пробное тело действует некоторая 
сила К. Представим себе, что мы измерили эту силу К. Для различных 
точек поля сила будет различна как по величине, так и по направле- 
нию. Для одной и той же точки она будет зависеть от того, каким 
способом бузинный шарик был наэлектризован. Впрочем, по этому 
вопросу имеется очень простая закономерность: еели пробное тело было 
в соприкосновении с сургучной палочкой, то направление и знак силы, 
которая на него действует в данной точке, вполне определены, и только 
величина зависит от того, как мы действовали на шарики. Если же 
пробное тело находилось в соприкосновении с мехом, то сила имеет 
противоположный знак, & ее величина онять зависит от рода подго- 
товки. ‘Таким образом мы приходим к ваключению, что силу, дей- 
ствующую в электрическом поле на пробное тело, надо положить равной 


К=е. 8, (15) 


тде скаляр е зависит от электрического состояния пробного тела, в то 
время как вектор Е не зависит от этого состояния, но для различных 
точек поля имеет различное направление и величину. Действительно, 
опыт показывает, что для двух различно наэлектризованных пробных 
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тел, последовательно помешаемых в одну и ту же точку поля, силы 
находятся в определенном отношении 


К. =: 0 (75а) 


которое остается постоянным для различных точек поля. Опыт далее 
показывает, что на данное пробное тело в двух различных точках поля Р 
и Р’ действуют различные силы К и К,, и отношение их величин 


к: ю [8 | (15Ъ) 


не зависит от подготовки пробного тела. Формула (75) содержит в себе 
как (75а), так и (757). 

Если для первого пробного тела е, задано, то для второго ©. опре- 
деляется из (75а); тогда для отдельных точек поля можно опреде- 
лить В с помощью любого пробного тела. 

Скалярный множитель с в выражении (75) называют 
электрическим зарядом пробного тела или количе- 
ством электричества, находящимся на нем; векторный 
множитель Е называют силой электрического поля. 
Обе величины— количество электричества и сила электрического поля— 
сразу же определяютоя однозначно, если только установить единицу 
‚ количества электричества. Противоположносеть направления сил, дейст- 
вующих на два пробных тела, из которых одно было приведено в со- 
прикосновение с сургучной палочкой, а другое—ес мехом, учитывают 
тем, что различают положительное и отрицательное электричество. 
Электричеству шарика, приведенного в соприкосновение с мехом, 
о который предварительно натиралась сургучная палочка, совершенно 
произвольно приписали положительный знак, & электричеству сургучной 
палочки— соответственно отрицательный. Согласно этому, за направле- 
ние силы поля приняли направление силы, действующей на пробное 
тело, приведенное в соприкосновение с мехом. 

Выражение (75) для силы, действующей в электрическом поле на 
_заряженное пробное тело, справедливо не всегла. Значение силы (75) 
отклоняется от истинного значения, если пробное тело находится очень 
близко от заряженного тела, причем это отклонение тем больше, чем 
< больше заряд пробного тела. Это выражение становится неточным 
также тогда, когда сила поля слишком сильно меняется от точки 
к точке, причем неточность тем больще, чем больше размеры пробного 
тела. В дальнейшем мы познакомимся с причинами этих отклонений 
ивф 38 введем соответотвенное дополнение для выражения силы. 
Для начала мы должны поэтому при определении электрического поля 
по (75) пользовалься достаточно малыми пробными телами с достаточно 
слабыми зарядами на них. 

Для теории Максвелла характерно то, что она для каждой. точки 
пространства указывает силу моля Е и именно это векторное поле 
считает главным предметом своего исследования. Первоначально физи- 
ческое значение Е заключалось лишь в том соотношении (75), которое 
гласит, что если в данную точку пространства поместить заряд с, то 
на него будет действовать сила К = Е.  Максвелловекая же теория 
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приписывает этой величине Е непосредственную реальность, не зави- 
сящую от существования пробного тела. Хотя наблюдаемая сила обна- 
руживаетея только при наличии по крайней мере двух заряженных тел 
(например, заряженной металлической пластинки и пробного тела), 
мы велед за Макевеллом утверждаем, что уже одна металлическая 
пластинка сама по себе вызывает изменение состояния окружающего 
пространства, которое и описывается полем вектора Е. Векторное поле 
‚в части пространства, занимаемой пробным телом, мы 
рассматриваем как первопричину действия силы на пробное тело. 
Задача заряженной металлической пластинки заключается лишь в под- 
держании этого поля. Мы говорим поэтому о теории действия 
поля в отличие от господотвовавшей до Максвелла—Фарадея теории 
дальнодействия, исходным пунктом которой является взаимо- 
действие двух зарядов. 

$ 23. Поток электрических сил. Рассмотрим сначала электри- 
ческое поле в пустоте. Олним из важнейших результатов 
количественной теории электричества до Фарадея был закон Кулона: 

Сила взаимодействия двух заряженных тел ви2, 
размеры которых малы по сравнению с расстоянием 
между ними, направлена вдоль соединяющей их пря- 
мой и обратно пропорциональна квадрату их рас- 
стояния. Так как мы можем любое из этих тел рассматривать как 
пробное тело, в том емыеле, как это говорилось в предыдущем пара- 
графе, то следовательно 


* х 


ся е‚ -е 
КН. И, 


` 


где множитель Г уже не зависит от свойств тел и их положения. 
Далее; сила К действует как отталкивание, если с, и е› одинакового 
знака, и как притяжение, если знаки противоположны. 

Мы. сразу же введем абсолютную электростатическую 
систему единиц, определяя единицу количества электричества, как 
такое количество электричества, которое действует на равное ему 
количество электричества, находящееся на расстоянии в 1 см, © силой 
в одну дину. Следетвием такого определения является то, | что 
в предыдущем уравнении множитель / становится равным единице. 
Тем самым одновременно определяется также из (75) единица для №. 

Придерживаясь способа выражения Фарадея — Максвелла, мы можем 
результат кулоновеких измерений описать следующим образом: 

Точечный заряд образует в окружающем простран- 
стве поле Е, которое по величине. и направлению 
дается выражением 


хе г 
р: 
При этом г есть вектор, направленный от заряда в точку наблю- 
дения. 


Сравнение с нашим предшествующим изложением точечных. источ- 
ников позволяет далее высказать следующее: ; 


Е (15”) 


$ 


2 
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Электрическое поле Е, образованное точечным зарядом е, то- 
ждественно с безвихревым полем потока несжимаемой жидкости илот- 


1 з 
ности -—, образуемым точечным источником с отдачей с. 
В частности, для всякой замкнутой поверхности, содержащей заряд е, 


имеет место закон; 
Г.Г в, а = ке. (16) 


Назовем Е, 4Ё потоком сил Через элемент поверхности а/Г. Тогда 
согласно (76) полный поток сил через замкнутую поверхность равен 
произведению 4т на точечный заряд, охватываемый этой поверх- 
ностью. Е 

При одновременном действии на пробнае-тело нескольких зарядов, 
все силы К, К...., действующие на него, складываются по закону 
векторного сложения 


ви 


Подобным же образом складываются и силы поля ®, Е...., 
создаваемые отдельными зарядами. Этот экспериментальный факт 
позволяет нам интерпретировать уравнение (76) в более общем виде: 

Полный поток сил через замкнутую поверхность 
равен произведению 4т на общий заряд, охватывае- 
мый этой поверхностью - 

Эту теорему можно признать исходным пунктом теории Максвелла: 
электрические заряды выступают теперь уже не как центры сил, но 
как источники потока сил. Результаты, полученные нами относительно 
пространственно и поверхностно распределенных источников .($ 10 
и 511), мы можем теперь непоередетвенно перенести на соответственно 
распределевное электричество. 

Заряд, распределенный в объеме с плотностью р (2, у, 2), образует 
расхождение потока сил 

@1у Е == 4лр. 


Зарял, распределенный по поверхности © поверхностной плотностью ®, 
вызывает скачок нормальной составляющей #: 


— „ЕЕ, ) = 4то. 


_8 24. Электростатичеетий потенинал. Поле, образованное точеч- 
ным зарядом, по формуле (75’) — безвихревое. Его’можно представить, 
её 


как отрицательный градиент скаляра фа: 


Распределение электричества на проводниках 65 


Поэтому общее электросталическое поле, получающееся от нало- 
жения полей, образованных распределенными в объеме источниками р4% 
и поверхностными источниками оа/, также должно быть безвихревым: 


то =0. (11) 


Следовательно, согласно’ 5$ 11, силу электростатического поля 
можно выразить как взятый с обратным знаком градиент скалярного 
однозначного потенциала о: 


Е==-— стад о; (77а) 


Ф< называют электростатическим потенциалом. Его паде- 
ние от точки (1) до точки (2) равно интегралу Е, взятому по любому 
птути $, еоединяющему (1) с (2): 


$: —%= 845. _ (175) 


Электростатическое поле вполне соответствует полю безвихревого 
потока жидкости, которое было раесмотрено в главе Г. Отдача источ- 
ников е, согласно уравнению (76), соответствует количеству электри- 
чества, которое мы и обозначили таким же образом. 

Если задано распределение электричества, то электростатический 
потенциал, а равно и безвихревое поле @ вычисляются согласно фор- 
мулам 88 12—15. 

Для некоторого числа № точечных зарядов потенциал [уравне- 
ние (49)] будет 

В 


и (78) 
у==1 
для зарядов, распределенных в объеме [уравнение (54)], он равен 
тв 

= | Е (78а) 

для зарядов, распределенных по поверхности 
Фа 
и | и (78Ъ) 


поле двойных слоев можно было бы вычислить по формулам $ 18. 

8 25. Распределение электричества на проводниках. При поста- 
новке задач в электростатике дело в большинстве случаев обстоит не 
так просто, что задано распределение электричества и можно вычи- 
слить потенциал по (78а, Ъ). Распределение электричества на металли- 
ческих телах само определяется некоторыми условиями, к уетановле- 
нию которых мы теперь и перейдем. В $ 22 мы уже упоминали 
о свойстве металлической проволоки проводить электричество от полюса 
батареи к телу. Тела; обладающие этим свойством, называют про- 
водниками электричества, тела же, у которых подобное евой- 
тво отсутствует, называют изоляторами. Эту классификацию тел 
не всегда удается провести вполне строго. | 


5 Зак. 3053. — Абрагам-Беккер. — Теория электр. 
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Решение вопроса о том, нужно ли называть предиет проводником 
или изолятором, теснейшим образом связано © продолжитель- 
ностью наблюдения. Если поместить предмет в электростатическое 
поле, то сначала во всяком случае внутри предмета возникает поле, и 
следствием этого поля всегда является электрический ток. Этот ток 
имеет стремление произвести на поверхности предмета такое раепре- 
деление зарядов, которое могло бы как раз компенсировать внешнее 
поле внутри предмета. Если такое состояние достигнуто, мы имеем 
перед собой опять электростатическое состояние, при котором внутри 
тела поле всюду равно нулю. При этом возможны два крайние случая. 
Либо время, необходимое для достижения этого конечного состояния, 
мало по сравнению с продолжительностью наблюдения (напри- 
мер, 10° секунды). Тогда поле, которое мы будем видеть внутри тела, 
всегда будет равно нулю. Такое тело мы будем называть проводником. 
Либо это время очень велико (дни и месяцы). Тогда ток становитея 
настолько малым, что при налшей обычной продолжительности наблю- 
дения он не оказывает влияния на наши измерения. В этом случае 
мы говорим об изоляторе. Чистая электростатика имеет дело только 
с идеальными телами — именно с такими, у которых это время беско- 
нечно мало (металлы) или бесконечно велико (изоляторы). Поэтому 
металлы с точки зрения электростатики характеризуются тем, что 
внутри их поле Е всюду разно нулю. Или, другими словами, элек- 
тростатический потенциал х внутри проводника по- 
стоянен. 

Итак поле, образованное различно заряженными кусками металла, 
в пространстве, вообще свободном от зарядов, можно описаль следую- 
щим образом: во всем внешнем пространстве действует соотношение: 


4пр = “у = 0; 


в пространетве, занимаемом самим металлом, нет никаких зарядов, 
так как нет никакого поля. 

Но на поверхности металла имеются распределенные по ней источ- 
ники силы №, так как наружу от нее исходит поток сил; он рав- 
няется Е,, если п — нормаль, направленная в окружающее воздушное 
пространство. 

Произведение поверхностной плотности электричества х на 4л равно 
потоку сил, исходящему из единицы поверхности. Он будет 


4то = о (79) 


Следует также учесть, что на границе раздела воздуха и металла, 
кроме поверхностно распределенных источников силового потока, могут 
находиться также двойные источники. В самом деле, однородный двой- 
ной слой, соглаено $ 16, не вызвал бы никакого изменения поля как 
снаружи, так и внутри. В этом именно и заключается трудность эке- 
периментально установить его наличие. Поэтому вначале таких двой- 
ных слоев мы учитывать не будем. 

Если известно безвихревое поле вектора Е, то можно вычислить 
распределение электричества по (79). Наоборот, если бы было из- 
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вестно распределение электричества на поверхности проводника, то 
можно было бы вычислить поле с помощью (78) и (77а). Но ни та, 
ни другая постановка задачи не отвечает действительности. Основ- 
ная задача электростатики такова: в воздушном пространстве, в ко- 
тором зарядов нет, для электросталического потенциала имеет место 
уравнение Лапласа, 


ЧУ Е = — Фу ота4 о = — До ==0. (30) 


На поверхности {, каждого из мроводников х должно принимать по- 
стоянное значение 
ф==, = ©0156. (80а) 


Это же значение должно сохраняться и внутри проводника, так как 
здесь должен ображалься в нуль градиент потенциала. Для каждого 
из проводников наперед заданным является либо это значение по- 
тенциала, либо его общий заряд 


= вич [6 -, = 0) 


а искомым является соответствующее решение лапласовского уравне- 
ния; если это решение известно с точностью до аддитивной постоянной, 
то электрическое поле однозначно определяется градиентом х. Опреде- 
ленное таким образом поле есть поле действительно электросталиче- 
ское; соответствующее распределение зарядов действительно имеет 
место в случае равновесия. 

То, что эти уравнения действительно определяют поле ‘однозначно, 
следует опять из теоремы Грина, которая в применении к проетран- 
ству, ограниченному поверхностью металла, гласит: 


[ ее — || [| [пеадваь 


Допустим, что имеются два решения задачи $; и $5; тогда для функ- 
ЦИИ Ф =, —®. на всяком элементе поверхности 4Ё или Ф=0 или 


[ 9. а —0. Тем самым во всем пространстве |ста@ $|=0, а это 


значит, что ©, их. могут различаться разве на аддитивную постоян- 
ную, что может иметь место в том случае, когда для каждого про- 
водника залан заряд с,. Но если хоть для одного из проводников 
задан самый потенциал ©, то тем самым всюду определена и абсо- 
лютная величина потенциала. 

$ 26. Емкость шарового и плоского конденсатора. Электроста- 
тическая задача решена лишь дия немногих случаев. Простейням 
является заряженный металлический шар. Пусть е — заряд 
шара, а— его радиус; в силу симметрии надо считать распределение 
заряда Е а так что поверхностная плотность электричества 
будет 
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Уравнения (77) и (79), дающие связь между зарядом и потоком сил, 
будут удовлетворены, если через весе поверхности, концентрические 
с поверхностью проводника, , проходит. поток сил 4т,, и если, значит, 
радиальная сила поля Е равна 

е 


у. у? > 
Потенциал этого безвихревого поля 
е | 
АН 
на самом шаре он имеет постоянное значение 
6 
а А. 


Чтобы получить физически возможное электросталическое поле, мы дол- 
жны указать, где оканчивается поток сил, исходящий из шара. Предполо- 
жим, что шаровая поверхность. концентрически окружена второй шаро- 
вой металлической поверхностью с внутренним радиусом 6, и что на 
ней находится отрицательное электричество; так как заряд —е распре- 
делен по шару равномерно, то поверхностная плотность составляет 


е 


о ба 


потенпиал для 7==6 имеет значение 
7.2 
Я 


Такая система носит название. пгарового конденсато ра; „ем- 
кОСТЬЮ“ конденсатора называют частное от деления положительного 
заряда е на разность потенциалов Ф,„—$, положительно и отрица- 
тельно заряженных проводников. Эта разность равна 


-о п 
Я 9 — а 6] К 
откуда емкость 
е аб 
а т вх. Е (81) 


Уменьшая расстояние (5 —а) между шаровыми поверхностями, 
можно достигнуть весьма больших величин емкости. Если иногда гово- 
рят о емкости уединенного шара, то полагают, что другой 
шар, имеющий противоположный заряд, находится на очень большом 
расстоянии; в этом случае емкость шара равна его радиусу а. В лабо- 
раторных опытах общий электрический заряд в поле всегда равен 
нулю. В каждом случае надо поэтому указывать, где находится соот- 
ветствующий заряд противоположного знака, т. е. другими словами, 
где оканчивается поток сил, исходящий из шара. В лабораторных опы- 
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тах поток сил оканчивается на стенах комнаты или на поверхности 
проводников, имеющихся в комнате. Если последние находятся на.рас- 
стоянии, которое велико по сравнению © радиусом шара, то емкость 
шара практически равна ‘его радиусу. 

Плоский конденсатор состоит из двух плоских и располо- 
женных параллельно металлических пластинок, взаимное расстояние 
которых 4 мало по сравнению с радиальными размерами пластинок. 
Если пренебречь расхождением силовых линий вблизи края, то мы 
имеем между пластинками однородное поле 


Тора 
Е г 1 
| 4 “ 
вследствие чего поверхностная плотность электричества составляет 
Флер 
то =“. 
а 


Таким образом мы получаем для емкости плоского конденсатора, 
У которого расстояние между пластинками равно 4, & поверхноеть 
пластинки Ё: 
=> 
— 4ка” 


Эта формула уже содержится, как частный случай, в (81), а именно: 
если радиусы шаров аи 6 становятся почти равными, то шаровой 
конденсатор можно рассматривать как плоский конденсатор. е. раестоя- 
нием между пластинками $ —а=4 и поверхностью пластинки 
Ё == 4каб. 

$ 27. Вытянутый эллинеоид вращения. Рассмотрим теперь про- 
водящий вытянутый эллипсоид вращения, который заряжен’ электри- 
чеством; спрашивается, каково его поле, и какое значение имеет его 
емкость. Если говорят о емкости эллинеоида, как такового, то предно- 
латается, что концы силовых линий потока, исходящего из поверхности, 
находятся на очень большом расстоянии — скажем, на шаровой поверх- 
ности, концентричной © эллииеоидом. Математически ‘надо задачу фор- 
мулировать следующим образом ($ 25): внутри ‘пространства, ограни- 
ченного двумя проводниками, потенциал х должен удовлетворять ура»- 
нению Лапласа 

До == 0; (82) 
® 

на поверхностях проводников [, и {, он принимает постоянные зна- 
чения 


ф=Ф» ФФ; (82а) 


градиент © направлен нормально к этим поверхностям и согласно (79) 
пропорционален поверхностной плотности ® 

д2 

ди ° 


4т® — — 


| 
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При этом ® остается пока до известной степени произвольной; 
задан только общий заряд 


ао че бен» | а. 825) 


В большинстве случаев важно знать не столько распределение 
электричества, как значение емкости; это значение будет известно, 
если мы найдем потенциалы Ф, и $. обоих проводников; тогда емкость 
равна 


ЕЕ ВЕЛИ 82° 
ФЕ Ро м. 
Так как не существует общего метода решения основной задачи 
электростатики для любой формы проводника, то мы ‘найдем емкоеть 
вытянутого эллипсоида вращения особым путем, применимым только 
для этой специальной формы про- 
водника. Воспользуемся нашей 
гидродинамической аналогией и 
представим себе, что на прямой, 
соединяющей фокусы эллипеоида, 
равномерно расположены иеточ- 
ники. Мы покажем, что эквипо- 
тенциальными поверхностями со- 
ответствующего безвихревого по- 
ля являются конфокальные эллии- 
соиды вращения, и что это поле 
обладает и остальными  требуе- 
мыми свойствами. 
Положим отдачу всего отрезка длины 9с равной е. Если х есть 
расстояние точки наблюдения от точек линий источников, то потенциал 


с 

= | й 

ар: 
—с 


представляет решение Лапласовского уравнения (82). Отложим ось #2 
вдоль линии источников, а начало координат поместим в среднюю 
точку этой линии, та что 


‚= Ибо 


Рис. 27. К вычислению потенциала, за- 
ряженного отрезка длины 26. 


и мы ть 


ИЕ а-не--/ 
Ф= т (2 С-Нх =-— 1 83 
песня] “ав (тя), ® 
где т, и г. суть расстояния точки наблюдения от конечных точек 
линии источников, характеризуемых 6 = —с, 6 =--0 
Если положить сокращенно (рис. 27) 
а-Нс=а, 


#—с=2,, 
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то для эквипотенциальной поверхности, соглаено (83), 


аа 60188. 
25 Ета 7 
должно быть постоянным, или 
я: = (2 5). (83а) 


Если разделить это уравнение на соотношение, получающееся из 
теоремы Пифагора 
2.2 с 212 =— 72 и 252 — 12, 
т0 мы имеем 
1 7 
= 73—24 
или 
В (и —2,) = 97—25. 


Вычтем из этого уравнения (83а); тогда, располагая отдельные 
члены в другом порядке, получим: 


ЕП (иг) =@-(@а—5)=@-1 4. 


Сумма расстояний всякой точки от двух постоянных точек 1 и 2 


оказывается для эквипотенциальной поверхности постоянной; это значит, 
что эти поверхности суть эллинеоиды вращения с большими осями 


2а =: Е = 26 -— о. 


На очень больших расстояниях (а-— —_ становится равной 1; 
ш А, & также ф==0. Потенциал на поверхности шара, находящегося 
на очень большом расстоянии, равен ‘нулю. Если представить себе, что 
один вытянутый эллипсоид из вышеуказанного семейства является 
проводящим, то поле в пространстве, ограниченном с одной стороны 
этой поверхностью, а с другой стороны — очень удаленной сферой, 
удовлетворяет всем условиям электросталической задачи. Поле является 
здесь безвихревым; источников в нем нет; общий поток сил, исходя- 
щий из этого. эллицеоида, равен отдаче линии источников; наконец, 
обе проводящие поверхности, ограничивающие поле, суть эквипотен- 
циальные поверхности. Поэтому условия (82), (83а), (82Ъ) выполнены. 
Так как, согласно $ 25, эти условия определяют электростатическое 
поле однозначно, то ф есть потенциал искомого поля. 

Из уравнения для 2а получается 


Вы. 


а—с’ 
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если подставить это значение в (83), то получаем 


е ь (=) е о: 


=—— = ———_ И 
$1 2с а—с р 


У—в 


так как, кроме того, для очень удаленной сферы (для а == со) 


}: (885) 


фа == 0, 


то емкость С вытянутого эллицсоида вращения опре- 
деляется выражением 


В И 1 гв (2 а 
е. У— № ь Е 


Для очень вытянутых эллипсоидов, т. е. для малых значений 
частного Ь:а, получаем 


(83°) 


1 1 24 
ге в (5*). (83а) 

Емкость такого’ стержнеобразного проводника, который можно, 
например, осуществить при помощи проволоки с круговым поперечным 
сечением, уменьшаюцщимся к концам, получается тем меньше, чем меньше 
толщина при заданной длине. Распределение электричества в этом 
предельном случае повторяет равномерное покрытие отрезка, соеди- 
няющего фокусы, как это было предположено нами выше-для вывода 
потенциала. Электричество распределяется поэтому на стержнеобраз- 
ном проводнике таким образом, что на равных^ длинах проволоки 
находятся равные заряды. 

8 28. Точечный заряд вблизи проводящей плоскости. Предета- 
вим себе поле, ограниченное с одной стороны бесконечной плоскостью, 
образующей поверхность некоторого проводника. Предположим далее, 
что на расстоянии а от этой плоскости в точке А находится малое 
заряженное тело с количеством электричества е. Размеры тела должны 
быть настолько малы, чтобы можно было его электрическое поле, 
когда нет проводящей плоскоети, вывести из потенциала 


в 
РЕ 

Спрашивается теперь, как влияет на поле проводящая пограничная 
плоскость. Вышеуказанный потенциал очевидно отнюдь не удовлетво- 
ряет условию постоянства на проводящей плоскости. Но можно полу- 
чить поле, для которого эта плоскость будет являтьея эквипотенци- 
альной поверхностью, если представить себе, что мы имеем в точке В 
зеркальное изображение точки А, и предположить, что в этой точке 


изображения находится противоположный заряд е’= —е (рис. 28). 
Если 7’— расстояние точки наблюдения от изображения, то 
е е 
Ф=-=-—— 84 
= (84) 
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представляет потенциал общего поля в рассматриваемой части про- 
странства. Этот потенциал на пограничной плоскости равен нулю, 
так как здесь х ==”. Безвихревое поле с той стороны плоскости, где 
лежит точка А, не имеет источников, за исключением самой точки А; 
из нее исходит поток сил 4те. 

На пограничной плоскости электрическая сила направлена Е ней 
нормально и равна 


1 1 
в до = р. 27 Рае. 7 
У ОИ в. д хз? 


поверхностная плотность, пропорциональная 
ей согласно (79), будет 


ит в == —- ру . в (84а) 

Электричество распределяется следова- 
тельно на плоской поверхности проводника 
таким образом, что поверхностная ‚плотность 
обратно пропорциональна третьей отепени 
расстояния от точечного источника. Общий 
заряд плоскости 


в = — рр ‚ааГ Рис. 23. Вид силовых 
7 9 78 линий при системе: то- 
чечный заряд вблизи 


можно вычислить, вводя полярные коорди- проводящей плоскости. 
наты р, %: 


2к (=) 
‚|= 5 Гао [в —= —_ 6. 
Е (рее 


Следовательно, весь поток сил, начинающийся ‘в точке А, окан- 
чивается на плоской поверхности проводника: Сила поля, которую 
создает этот поверхностно распределенный заряд проводника, в том 
месте, где помещается заряд е, тождественна с силой поля, вызы- 
ваемой изображением с’ = —е. Таким образом на е действует сила 

2 
„изображения“ а 

Явление, заключающееся в том, что электрически заряженное 
тело вызывает на внешней поверхности соседнего первоначально 
незаряженного проводника заряд. противоположного знака, называют 
электрической индукцией. Это явление нужно понималь как 
следствие того, что поле не может проникнуть внутрь проводника. 
Еели проводник — конечного размера и не соединен проводниками 
с другими телами, то, так как его заряд остается в общем равным 
нулю, поток сил, оканчивающийся на стороне, ближайшей к индуци- 
рующей точке, должен опять выйти с другой стороны проводника. 
В расемотренном выше случае бесконечно протяженного проводника, 
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ограничивающего поле с одной стороны, нужно считать, что заряд се, 
возникающий при приближении индуцирующей точки одновременно 
© инлуцированным зарядом —е, удаляется в бесконечность. 

Если вблизи заряженного проводника поместить точечный заряд, — 
например, заряд пробного тела для исследования поля—, то его поле, 
на которое в свою очередь влияет присутствие проводника, налагается 
на первоначальное поле проводника. Поэтому сила, действующая 
на пробное тело, не будет соответетвовать первоначальному распре- 
делению электричества по проводнику, но будет отвечать раепреде- 
лению по проводнику, измененному под влиянием пробного тела. 
В этом случае сила уже не будет являться точной мерой первоначально 
господствовавшего поля. Отступление будет тем больше, чем больше 
заряд пробного тела, и чем ближе оно находится к поверхности про- 
водника. В нёпосредственном соседстве поверхности проводника 
данное в & 22 определение вектора Е через варяд пробного тела 
будет верно только тогда, когда заряд последнего можно сделать 
схоль угодно малым. Строго говоря, вектор Е определяется лишь 
предельным значением частного от силы, деленной на заряде, когда 
последний непрерывно уменьшается. 

$ 29. Точечный заряд и шаровой проводник. Прежде чем пе- 
рейти к задаче об индуктивном заряде проводящего шара, 
рассмотрим сначала следующую задачу. 

Даны на определенном расстоянии два заряда е, и —е,. Ищется 
поверхность, на которой потенциал 
е1 65 


2 7 


Ф = 


равен нулю. 
Пусть е, будет заряд, меньший по абсолютному значению. 
Поместим начало полярной системы координат В, $ в точку, ле- 
жащую на продолжении соединительной линии е, -* 6, за—е„, и 0бо- 
значим его расстояния от двух зарядов через р, и ро. Тогда 


71? = А2-- р? — 28р, с05$ 
92 = Д?-|- ро? — 2 Про 6089. 


Потеяциал, следовательно, равен нулю, если 


Ар Эно 
РЕ НЫ. 


Отсюда видно что это условие выполняется для всех $, если, во- 
первых, . 


8? ==р, - 2% 
и, во-вторых, 
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Потенциал равен нулю на шаре, центр которого делит отрезок 
прямой, соединяющей оба точечные зяряды, извне в отношении квадра- 
тов зарядов, и по отношению к которому оба заряда находятся в сопря- 
женных точках. 

Точечиый заряд и металлический шар. Пусть заряд е находится 
на расстоянии р от центра некоторого проводящего шара с радиу- 
сом В. Предположим, что сначала потенциал шара держится на нуле 
(при помощи проводящего соединения с землей). Рис. 29 позволяет 


„Р 


Рис. 29. Место нулевого потенци- Рис. 30. Поляризация изолиреван- 
ала при двух зарядах противопо- ного металлического шара под вли-_ 
ложных знаков. янием заряда. 


нам сразу же написать решение: именно, если представить себе, что 
шар удален и заменен на расбтоянии 


то этот последний, совместно с данным точечным зарядом, создает 
поле, потенциал которого как раз на месте первоначальной шаровой 
поверхности веюду равен нулю; вне указанной поверхности в поле 
имеется только источник е. Потенциал вне заземленного шара опре- 
деляется следовательно через 


> 


Если, напротив, шар изолирован и до приближения точечного 
источника не был заряжен, то, естественно, что он остается и далее 
незаряженным. Для описания его поля мы должны, следовательно 
предполагать, что во внутрь его помещен заряд --е’, и притом таким 
образом, что постоянетво потенциала на поверхности от этого не 
нарушается; другими словами, мы предполагаем заряд --е’в центре 
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итара.. Потенциал всей системы: точечный заряд е и изолированный 
незаряженный игар равен: 


где ху означает расстояние точки наблюдения от центра. На внеш- 
/ 
5 е е 
ней поверхности шара потенциал будет теперь ЕР т.е. тот же 


самый, который существовал на месте центра шара, когда по- 
следний отсутствовал. 

Интересно теперь отодвигать точечный заряд е в бесконечность, 
одновременно усиливая ‘его таким образом, что создаваемое им поле 


все время сохраняет конечное значение. При таком процессе точка 
изображения —е’ сдвигается в центр шара, но таким образом, что 
РЗ 
вол га 
сохраняет конечное значение | № |: АЗ. Мы имеем следовательно в цен- 
тре шара двойной источник или, как говорят, электрический Диполь, 
который в векторной форме дается уравнением 


т = №: 43. 


Поле Е бесконечно далекого и бесконечно сильного точечного заряда 
в пространстве, окружающем шар, естественно является однородным: 
проводящий изолированный шар радиуса В поляри- 
зуетея однородным электрическим полем таким обра- 
зом, что заряд его внешней поверхности действует. 
наружу как Диполь момента ИЕ, помещенный 
в центре шара. . 


П. ДИЭЛЕКТРИВИ 


$ 30. Илоский конденсатор © диэлектрическим промежуточ- 
ным слоем. Ло сих пор мы ограничивались электрическим полем 
в пустоте. Если мы при этом говорили иногда о поле в воздухе, то 
это было не вполне точно, но в большинстве случаев, как мы сейчае же 
увидим дальше, не влекло за собой заметной ошибки. Теперь же мы 
подчеркиваем, что формулы предыдущей главы относятся к пустоте и 
в металлам, граничащим © пустотой. 

Фарадей сделал основное открытие, состоящее в том, что емкость 
конденсатора изменяется, если пространство межлу его обкладками` га- 
полнить изолятором — например, стеклом, серой или керосином. При- 
том емкость при введении всех известных веществ повышается. Коэф- 
фициент г, на который умножается при этом С, является постоянной, 
характерной для заполняющего вещества. Он называется диэлек- 


+ 
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трической постоянной соответствующего материала. Следова- 
тельно, согласно $ 26 теперь получается для 


@ 

шарового конденсатора. ..... С=е т рени 

плоского конденсатора, С=е РЕ 

ь тора оке 1 С ма 
Примеры некоторых численных значений е: 
ВИЛ о - ме в 2 110006 фарфора еб 
сернистого ангидрида . . 1,01 ОО АС Е о 
керосина. ......: 20 ВОДЕ р, 52 опен ее 


Оба изо бот ; 


"| 


Оотласно определению, = имеет для пустоты значение единицы. Вместо 
слова: „пустота“ мы будем употреблять иногда также исторический 
термин „эфир“. Однако мы отнюдь 
не связываем с этим названием 
представления о каком-либо гипоте- 
тическом веществе; мы просто будем 
пользовалься этим словом, когда 
будем говорить о пространстве как 
носителе электромагнитного поля. 

Остановимся сначала на приме- 
ре плоского конденсатора и, исходя 
из него, постараемся создать себе ясное представление о сущности 
фарадеевекого открытия. 

Пусть две обкладки конденсатора, находящиеся на расстоянии 4 
и имеющие поверхность Ё, поддерживаются при постоянной разности 
потенциалов ©, —95 (например, с помощью гальванического элемента). | 


г С - Ф: = Фо 
Тогда в пустоте между пластинками поле | В | Ея (направлен- 


р 
й 


Рис. 31. Вдвигание диэлектрика в 
плоский конденсатор. “ 


ное на рис. 31 сверху вниз) будет всюду постоянным, и соответственно 
этому поверхностная плотность электрического заряда ®«о на пластинках 
определяется уравнением: 


та 
4п® = | Е |= боян 
4 
/ 
Если теперь поместить в конденсатор изолирующую пластинку тол- 
щины и с диэлектрической постоянной г, то в той части конденса- 
тора, которая заполнена веществом, мы имеем другую поверхностную 
плотность заряда, именно 
0. — 
4 — |, | = в. 12. 
а 
Веледетвие этого при вдвигании пластинки в конденсатор на Каждый 
квадратный сантиметр, покрытый изолятором, гальванический элемент 
должен добавочно дать количество электричества, равное 


< 
О Е 
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\то это действительно имеет место, можно доказать е помощью вклю- 
ченного по пути амцерметра. Для удачи этого опыта совсем не нужно, 
чтобы стеклянная пластинка и обкладки касались друг друга. То же 
произойдет и при существовании узкого промежутка между металлом 
и изолятором, если только высота этого промежутка мала по сравне- 
нию с расстоянием пластинок 4. Так как, согласно опыту, такой пу- 
стой промежуток не влияет на емкость, & следовательно и на поверх- 
ностную плотность заряда, то в этом промежутке сила электрического 
поля будет иметь значение 


4то = |Е’| =. | |, 


ибо ведь теперь новерхность металла граничит с пустотой. Наоборот, 
внутри изолятора должна, как и раньше, существоваль сила поля 


Е, так как интеграл по контуру й Е, 45, взятый в пределах от од- 


ной обкладки до другой, должен попрежнему иметь значение $, — 5. 
Следовательно, если мы переходим от промежутка внутрь изолятора, 
то сила поля Е претерпевает скачок с =еВ, на Е,. Но скачок нормаль- 
ной составляющей силы поля всегда равнозначен наличию распреде- 
ленного по поверхности заряда. Поэтому влияние изолятора на электри- 
честое поле таково, как если бы его внешняя поверхность имела заряд 
с поверхностной плотностью «’, где 


4то’ == (ге — 1) (Е п). 


Здесь Е, означает, следовательно, силу поля в изоляторе, ж — нор- 
маль, направленную от изолятора наружу. 

$ 31. Лиэлектрическая поляризация. Свойство изолятора, остаю- 
щегося как целое незаряженным, ‘влиять подобным образом на, поле, мы 
называем поляризуемостью, Он „поляризован“ электрическим 
полем Е. Чтобы понять это свойство, мы должны сделать предполо- 
жение, что всякое материальное поле содержит положительное и отри- 
цалтельное электричества (заряды), притом каждого сорта поровну, если 
тело электрически нейтрально. У проводника по крайней мере один 
из сортов является подвижным (электроны у металла, ионы у электро- 
лита); наоборот, у изолятора оба сорта связаны квази — упруго, и притом 
так, что под влиянием электрического поля заряды могут немного сме- 
щаться: положительные—в направлении поля, или отрицательные в про- 
тивоположном направлении, или 06а одновременно, каждый в свою сло- 
рону, но что это движение прекращается, когда смещение достигло из- 
вестной величины, пропорциональной силе поля. При устранении поля 
смещение исчезает. Это взаимное смещение зарядов мы называем по- 
ляризацией; мы измеряем последнюю вектором Р, который опреде- 
ляем следующим образом: возьмем неполяризованный малериал; выбе- 
рем в нем произвольное направление $ и нормально к нему элемент 
поверхности а{. Если теперь материал испытает поляризацию, то 
общее количество электричества, проходящее при этом через аГ в на- 
правлении $, равно произведению составляющей Р по направлению 8 
на величину поверхности 41. 

Мы говорим, что тело поляризовано однородно, если в нем Р имеет 
всюду одинаковое значение. Избыточные заряды очевидно могут поя- 
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вляться в ограниченном объеме ® тела при поляризации тольБо тогда,. 
когда интеграл, взятый по поверхности этого объема: 


е’ ее 


имеет значение, отличное от нуля, причем п есть внепгняя нормаль. 
В самом деле, — Р„а{ есть как раз заряд, смещаемый при этом через. 
АГ в +. По теореме Гаусса 


р’ == — @1у Р4ь 


есть следовательно заряд, а в элементе объема 4 вслед: 
ствие поляризации. 

Таким образом при однородной поляризация внутри никаких заря- 
дов появиться не может. Напротив того, на поверхности тела появляется 
электричество в виде распределенных по ней зарядов. В самом деле, 
рассмотрим плоский цилиндр © площадью основания а/, у которого 
одно из оснований лежит целиком в пустоте, & другое — целиком в теле, 
которое мы будем подвергать поляризации; тогда при поляризации Р 
в этот цилиндр войдет заряд 


4 = Р, ай. 


* 

Внептняя поверхность поляризованного тела имеет следовательно по- 
верхностный заряд ®’, равный Р,. 

К тем же формулам для р и ®’ можно прийти следующим образом. 
Представим себе, что диэлектрий разделен на малые цилиндрические 
элементы объема 4 = а -й, площади ознования которых 4/ нормальны 
к Р. При поляризации 4% возникает электрический диполь с моментом 


т == Раф. 


В самом деле, на основаниях цилиндра появляются заряды —=|Р|. а, 
которые находятся на расстоянии й и тем самым вызывают момент 
|Р]. 4-1. Потенциал $’, вызываемый диполем в точке наблюдения 


1 
на расстоянии х, соглаено (52”) дается выражением ("ай 


общий потенциал, образуемый поляризованным телом, будет следова- 


тельно 
у 1 
ф = ГГ (Р-е, 45. 


О Ч 1 
гы (,) де Р-- (р . ста = з 
то, пользуясь теоремой Гаусса, мы получаем 
ар УЕ 
ЕЕ ЕЕ ий 
Е 


Но так как 
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Это уравнение выражает собой не что иное, как то, что изолятор 
имеет на себе с одной стороны поверхностный заряд с поверхностной 
плотностью ®’=Р,, а с другой—заряд, распределенный по объему 
© объемной плотностью р’ = — УР. 

Мы имеем, следовательно, два вполне равнозначные опре- 
деления Р: либо как электрического момента единицы 
объема, либо как величины заряда, проходящего через 
единицу поверхности, ориентированной нормально к Р. 

В рассмотренном выше случае плоского конденсатора (рис. 31) мы 
имеем дело с однородной поляризацией вдвинутой пластинки, причем - 
вектор Р направлен снизу вверх и по своей реличине дается свобод- 
ным зарядом, появляющимея на внешней поверхности пластинки 


а ме БЕе 


— Е. (85) 
Таким образом с помощью диэлектрической постоянной = установлена 
численная связь между векторами Ри Е. Стоящий в (85) множитель 
пропорциональности 

ё 2—1 


И 4 


называют коэффициентом электризации соответствующего 
материала. 

$ 32. Макевелловекий вектор смещения Ю. Следствием про- 
странственных зарядов р’ и поверхно®тных зарядов ®’, появляющихся 
при поляризации, является соответствующее расхождение силы поля 


1 Е = 4*р’ = — 4п @уР 


: (85а) 
Ранк (Е, - Е,,) — Алло’ =4к : -- в. % 


Но эти уравнения выражают собой следующее: поле вектора Е -|- 4к«Р 
в изоляторе не имеет источников. Его нормальная составляющая не 
претерпевает никакого скачка на границе двух изоляторов. 

Введем для этого вектора 0собое обозначение: „электрическое 
смещение“ (91зр]асететё у Максвелла) 


х 
= Е-4дР, (36) 


который характеризуется, следовательно, следующими свойствами: 

1) Внутри незаряженного изолятора всюду @х № = 0. 

2) На границе двух изоляторов нормальная составляющая везде 
непрерывна. 

Положение 2 есть конечно по существу лишь следствие положе- 
ния 1, так к^. поведение на пограничной поверхности всегда можно 
вывести путем допущения непрерывного перехода от одного изолятора 
в другой и подходящим предельным переходом, принимая также во 
внимание, что @у Ю =0. | 
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С введением вектора Ю тесно связано понятие об истинных и 
свободных зарядах, которые играли большую роль в прежних кур- 
сах электродинамики. Свободные заряды определяются как 
источники №, а истинные заряды — как источники Э. 
Если в однородный днэлектрик поместить металлический изолирован- 
ный шар с зарядом е, то этот заряд частично компенсируется поверх- 
ностным зарядом «’ = Р„ грапичащего с шаром диэлектрика, тах что иеточ- 


ых 6 Я 
ником Е является лишь свободный заряд а Напротив, истинный заряд 


остается при этом неизменным, ибо, согласно его определению, его 
можно получить из свободного заряда вычитанием пространственных 
зарядов р’и поверхностных ®’, возникающих при поляризации. Если 
в последующем будет говориться просто о зарядах, то 
всегда` будут подразумеваться истинные заряды, т. е. 
источники М. Из этих положений следует: 

3) При наличии истинных зарядов (это будут, значит, заряды на 
металлических частях или заряды, введенные как-нибудь в изолятор) 


1 р 
интеграл по поверхности 7х Г р О,аГ дает общий варяд, содержа- 


щийся в объеме. В частности, поверхностная плотность заряда ®х на 
металле, граничащем с изолятором, дается нормальной составляющей И 


4ко =). (87) 
Для плотности заряда, распределенного в объеме, имеем 
4кр = У Ъ. (87а) 
4) В изотропном изоляторе согласно (35) и (86) 
О == =Е, (88) 


где е может быть какой угодно функцией координат, а сила электри- 
ческого поля # всюду свободна от вихрей в областях непрерывности: 


Е = — стад о; (89) 


тангенциальные составляющие @ непрерывны на поверхностях раз- 
рыва е, 

В некоторых курсах вектор Ю определяют сразу по формуле (88). 
Отметим поэтому, что такое озределение носит гораздо более частный 
характер, чем данное в (86). Оно справедливо только тогда, когда по- 
ляризация Р пропорциональна силе поля #. Оно неприменимо для елу- 
чая кристаллических сред. У кристаллов направление Р в общем отлично 
от направления Е. На место скалярной диэлектрической постоянной е 
` выступает ‘здесь тензор з,;: 


р: = ь „Ву. (%=4, 9,2). 
7 


Но все же здесь существует еще линейная связь между Ви Е. 
Позднее мы увидим, что в случае ферромагнетизма, при вполне знало- 


6 Абрагам-Беккер. — Теория электр, 
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О 

гичном соотношении между магнитной индукцией В и силой матнит- 
ного поля Н,о такой связи уже не может быть речи. Напротив, соот- 
ношение (36) можно непосредственно перенести и на этот случай. 

Следствием пограничных условий (непрерывность нормальных со- 
ставляющих Ю и тангенциальных составляющих Е), имеющих место на, 
границе двух изоляторов, является своеобразный закон преломле- 
ния силовых линий: если а) и а, —углы между силовой линией 
и нормалями с двух сторон поверхности разрыва, то из 


[0, | е05 а, =|. | с0$ ®. 
и 
[Е, [1 , == [8 | $1 95 
в соединении с (88) прямо следует 
679, 459. ==, 160. 


Следовательно при входе в изолятор с большим е силовые линии уда- 
ляются от нормали. . 

$ 33. Шаровой конденсатор. Диэлектрический слой бесконеч- 
ной толщины. 1. Предположим, что пространство между сферическими 
поверхностями некоторого конденсалора заполнено в виде концентри- 


Рис. 32. Преломление Рис. 38. Шаровой кон- 
силовых линий на гра- денсатор с концентриче- 
нице двух диэлектриков. скими слоями диэлек- 


ра =: триков. 
ческих слоев двумя различными средами е диэлектрическими постоян- 
ными а, и е›. Пусть а и с— радиусы внутреннего и внешнего шаров, 
$ — радиусе сферы раздела между е, из, {феи —е— заряды вну- 
треннего и наружного игаров. 

Тогда всюду между аис 


е 
0; = =; 
при этом от а до 6: 
в 
Е 
1 
от 6 до с: 
4 ь 
Я 
р) ГА 


Шаровой конденсатор 85 


Тем самым разность потенциалов между @ и с становится равной 


Для емкости 


откуда 


Случай шара с радиусом а, окруженного диэлектрической оболоч- 
‚кой радиуса 6, характеризуется тем, что е› =1, с== со. Тогда 


се 1-5]. 


Если 6 становится велико по сравнению с а(=, — 1), оболочка прак- 
тически действует тах, как если бы шар находился в бесконечно про- 
тяженном пространстве с диэлектрической постоянной з;. 

2. Точечный заряд около плоской границы диэлек- 
трического слоя бесконечной толщины. 

Представим себе, что в воздухе и на расстоянии @& от плоской по- 
верхности некоторого диэлектрика находится точечный заряд А; спра- 
шивается, какое влияние оказывает наличие диэлектрика. 

Эта задача соотвелотвует задаче, решенной в $ 28 для проводящей 
плоскости. Но тогда вам нужно было рассматривать поле только в воз- 
‘духе, так как по другую сторону плоскости раздела поля вообще не 
существует. Теперь нужно будет принимать во внимание также поле 
внутри изолятора; будем считать, что изолятор заполняет все иро- 
странство за поверхностью раздела. Пусть диэлектрическая постоянная 
изолятора будет ®5, воздуха — в, . 

Попытаемся решить эту задачу по методу электрических изобра- 
жений. Представим себе опять, что точке А по другую сторону пло- 
ской границы соответствует зеркальное изображение В. Обозначим 
через 7 и 7” расстояния точки наблюдения от А и соответственно от 
его изображения В. 

Потенциал в воздухе мы положим равным 


е е’ 


Ф == — 


*/ ^ 
р Ей 


Поле в воздухе должно следовательно соответствовать истинному 
заряду ев А и воображаемому истинному заряду (—е’) в В. Это 
допущение удовлетворяет основному условию, что в воздухе есть только 
один источник электрического смещения, & именно в точке 4; точка 
изображения В, лежит вне этой части пространства. 


6* 
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Что касается поля внутри диэлектрика, то мы попробуем удовле- 
творить его допущением, что потенциал в диэлектрике равен 
/ 6” 
АО 
вх 
Значит в изоляторе поле холжно быть таково, как если бы изоля- 
тор простиралея безгранично, и в А находился истинный заряд с”. Это 
допущение соответствует условию, что внутри действительно залол- 
ненной диэлектриком части пространства не существует источников 
или стоков электрического смещения. 
Можно показать, что указанное допущение действительно ведет 
к правильным заключениям о поле. Для этого доказывают, что погра-' 
ничные условия на плоскости раздела диэлектрика могут быть выпол- 
нены, если только распорядиться соответствующим образом величинами, 
е’, е”, остававшимися до сих пор неопределенными. Что касается нор- 
мальных составляющих №, то 


а ‚ а и Н 

Ве п Ва. 

где нормали 7, (2 считаются направленвыми от соответствующего 

тела к пограничной плоскости. Пограничное условие гласит: поверх- 

ностное расхождение р равно нулю; на погражичной плоскости а 
следовательно это первое пограничное условие требует, чтобы 


ее’ — с" =0. 


С другой стороны, тангенциальные составляющие Е е обеих сторон 
плоскости раздела должны иметь равные значения; это во всяком олу- 
чае будет иметь место тогда, когда вдоль плоскости выполнено ©; == о, 
ибо ведь Е есть отрицательный градиент $. Условие ©, ==. является. 
не только достаточным, но также и необходимым, если только на по- 
верхности изолятора нет двойных слоев свободного электричества. Мы 
требуем поэтому, во-вторых, 


у бел 6” е” 
5 85 
Из этих двух уравнений, линейных относительно с, с’, е”, получаем 
и 
а, пм | 
ас" ‘1 = 
ее = в, а, | 
9 ‚ (90) 
! в’ =е-е =е: =. 
во -|- в 


Этим определены воображаемые „истинные“ заряды (— 6”) в Ви 
(-е’) в А. Внутри диэлектрика силовые линии идут таким образом, 
что они кажутся радиально исходящими из Л, в воздухе же поле 
может быть представлено, как’ наложение двух полей, из которых 
одно создается точечным источником А, другое — точечным стоком В. 

Если заменить лиэлектрик проводником, то для того, чтобы опре- 
делить потенциал в воздухе, вадо, согласно $ 28, придать точке изо- 
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бражения В заряд (—6). Следовательно, возмущающее действие 
диэлектрика на силу поля в воздухе, по сравнению с возмуща- 
ющим действием проводника, измеряется отношением 


её’ :е = (е, —,):(е,-е;). 


Диэлектрик оказывает следовательно всегда меньшее действие, чем 
проводник. В предельном случае, когда диэлектрическая постоянная 25 
изолятора очень велика по сравнению с диэлектрической постоянной 
воздуха, с’ ==е; это значит, что проводник влияет на поле 
в воздухе так же, как изолятор с бесконечно большой 
диэлектрической постоянной. 

Члю касается далее силы поля внутри диэлектрика, то она соот- 

7 


е 

вететвует свободному заряду „_› Находящемуся в А в безграничном 
2 

днолектрике. Если удалить диэлектрик, то сила поля соответствовала бы 


е АЕ 
свободному заряду — ‚ который действительно имеется в точке А в воз- 
(2 
1 


духе. Изменение поля присутствием диэлектрика измеряется поэтому 
частным 


АВК 
# а $ (2-1). 


$ 

В предельном случае бесконечной диэлектриче- 
СКОЙ ПОСТОЯННОЙ = Сила электрического поля внутри 
изолятора равна нулю— так же, как внутри провод- 
НИКА. 
` $ 34. Диэлектричеекий шар в однородном поле. Рассмотрим 
шар радиуса а с диэлектрической постоянной =, находящийся в дру- 
гом диэлектрике е., который пусть заполняет собой все остальное 
пространство; предположим, что в этом диэлектрике до внесения шара, 
имелось однородное поле Е, = Ё,, имеющее направление положитель- 
ной оси 2. Как изменяется это поле при помещении в него шара? — 
Чтобы ответить на этот вопрос, определим потенциал Фх следующими 
свойствами: , 

1) На большом расстоянии от шара (ПШ х == со) Ф должен перейти 
в — Ех. 

2) На внешней поверхности шара нормальная составляющая гра- 


р 


, до 
диента претерпевает такой скачок, что 7 [В обеих сторон имеет оди- 


наковое значение. 

3) Само $, а значит, и тангенциальные составляющие ста о 
остаются непрерывными при прохождении через поверхность шара. 

4) Ф всюду удовлетворяет уравнению Лапласа Де = 0. 

Обозначим через $; и 5 значения потенциала внутри и вне нара 
в сделаем допущение 

И — 2, 
72 2 

—=— А-В + —. 
$ 2 -- Е = 
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Это означает: внутри ($,) шара имеется однородное поле Ё; еле- 
довательно шар однородно поляризован в направлении 2. При этом 
на внешнее пространство (+) шар действует так, как если бы в его 
центре находился диполь момента ЕЁ. 

Первое и четвертое из наших условий уже удовлетворены при 
указанных допущениях, 

Мы должны показать, что соответетвующим выбором постоянных 
Ги \, которыми мы еще можем распорядиться произвольно, можно 
удовлетворить и пограничные условия 2 и 3. Вводя поларные коор- 
динаты (х==760$5), имеем 


$ = — Ех с038, 
< = — Е, 608$ | х о ы 
5 Вт” 0 72 
Наши пограничные условия требуют теперь 


к 9%, __ 92 в. 
Ф: = 95 И = б# т Че ‚ДЛЯ ух —а. 


Это дает два уравнения 


3= |. 2 
Е=Е о =Е |1 Е 
0 с 0 , 
2е,-- е; 2е. --е; 
7 81 
= аз 2е, -|- ®, ( 


Рассмотрим частный юлучай в, ==1, т. е. диэлектрический 
шар в пустотб. Поле внутри его ослабляется. в Е разв по сравне* 
нию с однородным полем. Наружу он действует как  иполЬ момента, 

—1 
за 
Его поляризация Р (момент единицы объема) равна 

г, —1 
ао _ Е ВЕ 

Сравнение с тем, что мы говорили о проводящем шаре ($ 29), по- 
казывает, что такой шар проявляет себя в смысле возмущающего дей- 


ствия на однородное поле как изолятор с бесконечно большой ди- 
электрической постоянной. 


М—=Е=Е.- Г те (90а) 
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* 
11. ЭНЕРГИЯ И МЕХАНИЧЕСКИЕ СИЛЫ В ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОМ ПОЛЕ 


$ 35. Зарялы и металлические проводники в пустоте. Различие 
в представлениях Максвелловской теории ноля и более старой теории 
дальнодействия выступает 0с0б0 отчетливо, когла мы вычиеляем ра- 
боту, необходимую для того, чтобы осуществить данное электростати- 
ческое распределение зарядов, и при этом действуем следующим обра- 
зом. Мы предполагаем, что отдельные заряды сначала удалены друг 
от друга на бесконечные расстояния и затем приводим их по отдель- 
ности в ранее определенное для них место. Рассмотрим сначала слу- 
чай, когда дело идет об отдельных точечных зарядах е1, 65, 6 ИТ. Д., 
ий пусть они приводятся из бесконечности в такое положение, при ко- 
тором их взаимные расстояния друг от друга будут "о, уз ит. д. 
Сначала приведем на соответетвующее ему место заряд с,. При этбм 
никакой работы еше совершать не надо, так как все остальные заряды 
находятся на бесконечном расстоянии. Приведем теперь заряд се. на 
расстояние 9, оте,. Для этого нужно совершить работу против куло- 
новского отталкивания 
__ 6165 

712 
Поднесем теперь заряд ез; при этом мы должны затратить 


ие 


ее. ! "656 
ав. 
713 73 


Будем продолжать таким образом далее, нока все ® зарядов не ока- 
жучся на своих местах. В общем мы должны залратить работу 


А-а --...-а,, 
которую можно также написать в виде 


1 е е е 
= -е, | РА -Ь... # 
д: — 78 ты ЗЕ бт я 
1 Е ев е 
ре т зы 
к р) > о! — оз в о - 
или также у 
у & 
тт ©, (91) 
4=1 |. 


где Ф, есть потенциал, создаваемый остальными зарядами на 
месте 1-го заряда. 

Уравнение (91) по своей форме характерно для теории дальнодей- 
ствия. Если уместен вопрос, где собетвенно локализуется затраченная 
работа, то, руководетвуяеь (91), мы ответили бы на него в том смысле, 
что потенциальная энергия сосредоточивается в отдельных зарядах, и 
что каждый из зарядов вносит в потенциальную энергию слагаемое 


1 
55 6:4. Совсем иначе дается ответ в Макевелловской теории поля. 


Последняя расомалривает как носитель электрической энергии именно 
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® 


поле и утверждает: каждый элемент объема 4 того „пустого простран- 
ства“, в котором существует электрическое поле, содержит благодаря 
этому энергию 


1 
— 2 
ЗЫ а. 


Таким образом на конечный объем приходится энергия 


1 
В ро (92 
о— [| [Га (92) 


Мы оправдаем это утверждение прежде всего тем, что покажем: ра- 
бота, А (91), затрачиваемая при вышеописанном взаимном приближении 
т% точечных зарядов, тождественна с увеличением энергии поля 0, 
происходящим при этом процессе. Для этой цели обозначим через 
Е, Е... силы полей в любой точке наблюдения, создаваемые заря- 
дами е,, е.... Тогда В = --В,--...-НЕ,, и поэтому 


Е? =Е 2-Е... -- Е, 
- Е, (ВН В --...-Е,) 
- В, (в, № -... + Е,) 


-- Е, С, РЕ У - Е, _„). 


Если образоваль энергию поля 0, то прежде всего видно, что члены, 
даваемые первой строкой ((%), при взаимном приближении зарядов 


8 
энергия, приходящаяся только на первый заряд (она, соответствовала бы 
работе, которую нужно было бы затратить, чтобы сгуетить бесконечно 
тонкое облако зарядов в первый ‘точечный заряд; для действительно 
точечного заряда она была бы даже бесконечно большой). Здесь мы 
должны рассмотреть только члены, обусловленные взаимодействием и 
стоящие в следующих строках. Еели положить 


ЕЕ, =... -- , = — отааФ,, 


где следовательно Ф,; означает потенциал, образуемый всеми варя- 
дами, за исключением первого, то вторая строка от №? дает для И 


член 
-=) [| ® ота@ Ф,) 4, 


который мы можем написать по теореме Гаусса — уравнение (42) — 


в виде 
—=| / Л ®выаи |] Гоа. 


В качестве ограничивающей поле поверхности { возьмем, с одной ето- 
роны, бесконечно далекую сферу, которая не внесет ничего в общую 


Я г ло 
вообще не меняются. Действительно, например, —- Е,? 4% есть 


- 
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сумму, и малую шаровую поверхность, охватывающую первый заряд. 
На последней мы можем считаль Ф, постоянным; далее интеграл 


2 [виа 


дает заряд с;, так что в общем 


= || [№ +... Нова. 


После соответствующего преобразования остальных строк разность 


*=п 

г. 1 1 й 

О— = Ха 
$—1 


действительно оказывается равной затраченной работе А. 

Рассмотрим, например, смещение точечного заряда в некоторое со- 
седнее положение; мы получим тогда теорему: работа, которую 
надо затратить при смещении любого данного точеч- 
ного заряда, равна увеличению энергии поля, связан- 
ному с этим смещением. Следовательно, затраченная работа 
накапливается в поле в виде потенциальной энергии. 

Хотя случай точечных зарядов веледетвие обращения поля в этом 
случае в бесконечность в вычиелительном отношении является не 060- 
бенно удобным, мы все же раесмотрели его первым, имея в виду его 
ближайшее отношение к закону Кулона. Если заряды распределены 
в объеме с плотностью р, то соответствующая связь в формаль- 
ном отношении становитея гораздо проще. 

Формула Грина 


5 Е на = | [№ (ФАф -- ата@ х вгад 5) 


дает теперь, если положить 9 =; Ао == —4яр; втадо == — ®, непосред- 


ственно 
1 1 Ви 
5 ] а. ] А 


Слева энергия оказывается локализованной в элементах заряда ра», 
которые находятся в местах потенциала величины $. Справа же энер- 


1 
гия распределена но полю с плотностью дев. 


ок 
В случае распределения зарядов по поверхности металлического 
проводника (поверхностная, плотность заряда равна «), Ао в формуле 
Грина становится равным нулю (если остальное пространство не имеет 
источников); но при этом слева остается интеграл, распространенный 
по поверхностям отдельных проводников 


в | Ре [5 -. (93) 
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Поверхность [ распадается на поверхности [., ь... и 1. д. от- 
дельных проводников, на каждом из которых потенциалы имеют свои 


1 до 
постоянные значения $, $. и т. д. Но 1- Э» РАВНО новерхностному 
заряду; следовательно 
до 
—&4 ‚ =4же 
Л 0% й ы 


ТЕ 


где е, означает заряд, находящийся на Х-ом проводнике. Для энергии 
системы проводников 1, 2... ит. д. получаем, следовательно, 


1 
9 = э (ле, Е Фаеь- ...). 


Энергия конденсатора с зарядами --е и — ена обкладках становится 
поэтому равной 


е ($ — 5) 1 22 
пы —= — О (© —6.)2= — 
1 в) р) (‹ 1 у 5) р 8] , 
. 6 
если мы при этом обозначаем опять через С И емкость кон- 
71 72 


денсатора. 
$ 36. Энергия поля при наличии изоляторов. Последнее полу- 
ченное нами выражение для энергии конденсатора 


1 1 
Пе) б 5, 


очевилно, совсем не зависит от того, находится ли между его обклад- 
ками изолятор или нет; оно представляет собой работу, необходимую 
для заряжения. При плоском конденсаторе в пустоте (поверхноеть Р, 
расстояние пластин а) заряд равен 


ЕР 


— 


их —2=|Е| а, так что соглаено (92) 
1 
8 
В диэлектрике с диэлектрической постоянной = плотность заряда ®х на 


границе металла определяется теперь нормальной составляющей не Е, 
а О ===. Следовательно теперь 


(=—Е:а. 1 ?|. 


= Л 
и энергия - 


, 2 
О =Ра Г. 


Энергия поля при наличии изоляторов 91 


Плотность энергии электрического поля должна следова- 
тельно теперь равняться 1) 


вы = (в). (94) 


И, действительно, уравнение (94) дает для бесконечно протяжен- 
ного веюду непрерывного поля, в силу @ Ю =4*р и В = — отайх, 


1 т 1 : 1 
экз | пабе [ а р&=- | ора%. 


Но это как раз то выражение, которого мы должны ожидать с точки 
зрения теории дальнодействия. Оправдание выражения (94) для илот- 
ности энергии поля будет составлять существенную часть следующих 
параграфов. Но отметим уже сейчас, что оно сохраняет значение далеко 
за пределами электросталики, — в частности, остается верным для по- 
лей, изменяющихся во времени. Но сейчас оно должно дать нам воз- 
можность вычислить в общем случае действия сил, появляющиеся 
в электростатическом поле. При этом мы исходим из того принципа, 
что при любом смещении зарядов работа, совершаемая полем, равна 
уменьшению энергии поля. Превращаемая в работу энергия поля 
экспериментально обнаруживается в самых различных видах: или 
в виде кинетической энергии, если носитель заряда может свободно 
двигаться (свободные электроны), или в виде теплоты, если носитель 
заряда движется, преодолевая сопротивление, аналогичное трению, или 
также в виде потенциальной механической энергии, если при движении 
носителя заряда затрачивается работа против внешней консервативной 
силы (налгример, силы тяжести или упругой силы). 

В простейшем случае однородного диэлектрика выраже- 
ние (94) означает лишь незначительное усложнение по сравнению 
с пустотой. Пусть произвольная система металлических тел помещена 
сначала в пустоту и находится в электростатическом равновесии; 
е, и ®„—заряд и потенциал и-го проводника. Пусть Е — сила поля 
^ 


1 
в каком-нибудь месте пространства, % = не Е ?— плотность энергии. 


Заполним теперь пространство диэлектриком © диэлектрической по- 
стоянной г. Какой вид имеет теперь плотность энергии, даваемая 
уравнением (94)? — Если Еи Ю — сила поля и смещение в новом 
поле, то во всяком случае мы имеем ) ==. Но тогда мы должны 
различать, что мы поддерживаем постоянными при введении диэлек- 
трика: заряды ли е, или потенциалы Ф,.. 


1) Выражением (94) дается собственно плотность не энергии, а свободной 
энергии (в термодинамическом смысле). При выводах следующих параграфов 
мы будем всегда ограничиваться изотермическими процессами, не отмечая 
при этом этого обстоятельства 06060. Поэтому соображения, изложенные 
в тексте, настоятельно нуждаются в последующем оправдании, которое 
мы дадим однако только мозднее (стр. 287 и сл.). 
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а) Постоянным то9держиваются заряды е, (путем изоляции 
отдельных проводников). Тогда, 


ф В, 4/ = т: Е, „А. 


Источники 0 — тэ ке самые, которые были раньше источниками ®. 
Е 1 Е 

Но тогда вообще должно быть 0 =, и тем самым Е = — № “Таким 

образом 


0 
= 


1 
4 = = (7) Е 


Так как вообще © == Г ев», то отсюда следует, что потенциалы также 


падают в г раз. Лалее сила, действующая между зарядами е, И ее» 
дается вообще энергией поля; следовательно, закон Кулона будет 
теперь иметь вид: 
а 
а 


При заполнении пространства между изолирован- 
ными проводниками однородным диэлектриком (когда 
заряды поддерживаются постоянными) энергия поля, 
сила поля, потенциалы и сила взаимодействия умень- 
шаются в е раз. ь 

Принимая во внимание принцип сохранения энергии, приходится 
сейчас же спросить, куда же девалаеь при таком заполнении исчез- 
нувшая энергия. Фактически она компенсируетея тем, что в поле 
входит диэлектрик, что, следовательво, ири залоюлнении пространетва 
может совершаться работа. Но так как во время введения изолятора 
диэлектрик не является уже однородным (= даже разрывна на внеш- 
ней поверхности изолятора), то пока мы эти силы вычислить не 
можем. 

$) Постоянными поддерживаются потенциалы проводников (на- 
пример, при помощи соединения проводниками © полюсами гальвани- 
ческих элементов). Потенциалами « однозначно определяютея силы 
полей Н (в однородном диэлектрике г). Мы имеем, следовательно, 
в этом случае Е 

Е —В, и поэтому № =е- В; 
стало быть 


1 
и=-_ (Е) —е-%, 


и также 
1 
е —= са: 0,аЁ= = * 610 ЛЬ 


Когда при заполнении пространства между про- 
водниками однородным цизлектриком поддержива-_ 
ются постоянными потенциалы последних, энергия 
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поля, смещение, заряды и силы взаимодействия уве- 
личиваются ве раз. 

Поставим опать вопросе об пергетическом балансе. Прежде всего, 
как мы видели выше, при введении изолятора мы получаем работу. 
Но кроме того еще увеличивается энергия поля. И та и другая части 
энергии должны доставляться гальваническими элементами, которые 
поддерживают потенциалы на отдельных проводниках постоянными. 
В самом деле, заряд 2-го проводника увеличивается в е, (=-—1) раз. 
Для этого соответствующий элемент должен совершить работу 


фе, (#— 1). 


Тогда полная работа, произведенная гальваническими элементами, 
равна 


А= У @—1=2.@—1). 0% 


1 
= ее = ||| [ 


означает энергию системы с потенциалами $, в пуетоте. Но прирост 
энергии поля составляет только половину А, именно 


в: 0—0, 


Таким образом мы видим: при внесении диэлектрика е в поле 
энергии Оу, если проводники держатея ва постоянных потенциалах, 
во-первых, приобретается работа (= —1) 0%, во-вторых, настолько же 
увеличивается энергия поля. Полученная работа -- прирост энер- 
гии доставляются источниками тока, которые обеспечивают сохранение 
постоянства потенциала. 

$ 37. Теорема Томсона. Еели в электростатическом поле под 
влиянием силы поля заряды движутся, то энергия поля уменьшается 
па величину совершаемой при этом работы. При этом зарялы, по- 
скольку они подвижны, будут стараться распределяться таким обра- 
зом, чтобы энергия поля имела наименьшее из всех возможных зна- 
чений. В частности, если даны проводники, на которых заряды рас- 
пределены вначале произвольным образом, то эти заряды перераенре- 
деляются так, что энергия поля становится минимальной. С другой 
стороны, мы знаем, что в электростатическом состоянии потенциал 
в проводнике является постоянным, и что весь заряд находится на 
внешней поверхности; мы ожидаем поэтому, что этому распределению 
зарядов действительно соответствует минимум энергии поля. 

В свете такого ожидания докажем следующую теорему: пусть дана 
некоторая система металлических проводников, помещенная в диэлек- 
трике, диэлектрическая постоянная которого е есть произвольная 
функция координат. Повэорхности разрыва е мы можем исключить, 
отнюдь не нарушая при этом общности, так как ведь каждую поверх- 
ность разрыва можно мысленно заменить непрерывным, но .весьма, 
быстрым перэходом. Отдельные изолированные проводники несут на 

` вебе заряды с,, © ит. д. 


если 
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Пусть соответствующее электростатическое поле описывается век- 
торами В и. Это вначит, что должны выполняться следующие 
условия на внешних поверхностях проводников : 


я у. 2,9 =4ж, ° @=12,..:№) @) 
п 


гдее и функции координат места р и = заданы. К этим условиям, 
которые мы назовем общими, присоединяются чисто электростали- 
ческие, условия: 

р = Фи== 60186. (д 


на каждом из отдельных проводников, а также веюду 
то Е =0 или Е = — ота@о. (5) 


Пусть теперь 0’ и Е’ — какое-нибудь другое поле, о котором мы 
знаем только то, что опо уловлегворяет общим условиям (а) и (3), и 
что оно отлично от поля Фи Е. Мы утверждаем, что этого указания 
достаточно, чтоб доказать, что 


если 


ры ри КЕ 
и [ар и = ов 


означают энергии обоих полей. 
Для доказательства положим 


ЕЕ”, = Ь,, 


В силу условий (9) и (3) для введенных таким образом полей Е” и 0” 
имеют место уравнения у 


/ 
| у / 0,” =0; ам’ -0; Ю’=е. Е”, [© 
т 5 
Гогда ` 


и | | [+ Фо) к | ®6)®- 


+= Г (Е) м [ ЕВ” -- Е”) 4%. 
В силу 0" ==” 
О у «Ездь | Е”. 


Воспользуемся теперь указанием (5) о том, что В должно быть б“з- 
вихревым: . 


(ИО”) = — (стадо, 0”) = — 4 (ФО”) Но @у". 
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Соглаено предположению (1), Е внутри металла всюду равно нулю. 
Мы можем, следовательно, при вычислении объемного интеграла, 


1 , 
— | Е0”4е ограничиться областью, заполненной диэлектриком, в ко- 


тором 4 0” =0. Таким образом 
ЕО” 4% = ФЭ„’ар== У я Э„’а’=0, 
Ле Х Гали У 


"ав как, согласно (1),Ф на каждом проводнике постоянен. Но этим 
теорема Томсона доказана. УЕ 


=0- = Г =” ар. 


0” больше чем И, как только в каком-нибуль месте пространства Е” 
отлично от Е. 

Теорема Томеона выводит, следовательно, поле, соответствующее 
равновесному распределению электричества, из некоторого принцииа 
минимальности. Этот принции вполне соответствует условию равно- 
весия, которое имеет место для тяжелых тел в поле вилы тяжести. 
Эти тела находятся в равновесии, и притом в устойчивом равновесии, 
когда потенциальная энергия силы тяжести в соответствующем поло- 
жении принимает наименьшее значение. Подобным образом вдесь мы 
видим, что равновесие электричества, находящегося на внешних по- 
рорхностях неподвижных проводников, характеризуется минимумом 
эоктрической энергии. Электрическая энергия играет по- 

гому здесь ту же самую роль какую потенциаль- 
ная энергия играет в обычной механике. 

Предыдущие рассуждения показывают еще раз, что нельзя дать 
‘двух различных решений электростатической задачи. Доказанное не- 
раъенство означает как раз то, что для всякого поля Е’, 0’, которое 
угловлетворяет условиям (а) и (8) и отлично от электросталичеекого 
поля, энергия 0” < (. Если само поле Е’, 0” есть поле электроета- 
зическое, то должно, кроме того, иметь место (>> 0, что невозможно. 
Олодовательно, не может быть двух различных решений электроста- 
А задачи; условизми (9) до (2) электростатическое, 
полё определяется одновначно. 

5 35. Диолентрический шар в неотнородном поле. Прежде чем 
приступить к выводу самого общего выражения для пондеромоторных 
сил из принципа энергии, что мы сделаем в следующих параграфах, 

ы вычислим здесь непосредственным путем силу, которую испытывает 
заряженный или незаряженный шар в неоднородном поле. Предвари- 
тельно рассмотрим рой точечных зарядов е;, ©., ... е,, которые. нахо- 
дятся в точках 4,//,2,,... 2,2, невдалеке от начала координат. Пусть 
размеры роя настолько малы, что действующее извне поле Е с доста- 
точным приближением можно представить в виде 


вв. [9%] =+ (95); +3). 
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или в сокращенной форме 
Е (г) =В--С вта4 Е), 

где индекс 0 означает, что соответствующую величину нужно ‘брать 
для начала координал. Сила, действующая на наш рой, будет 

в += в 

к 1 1 В 

к= Ув = в Ув, Сета. Ус = 
4—1 $=1 $=1 


есть электрический момент нашего роя зарядов (ср. при этом 
выводы $ 12). Если далее д в, =е есть общий заряд, то К будет 


также 
К —=Е, .е-- (М стаа Е). 


Применим этот результат к шару с диэлектрической постояннойе и 
радиусом а. Соглаено уравнению (90а), этот шар поляризуется в одно- 
родном поле Е таким образом, что его поляризационные заряды дей- 
ствуют наружу как диполь момента, 


5 Я 
М =а ее 


Е 


Если размеры шара пе слишком велики, то это выражение останется 
приблизительно верным также и в пеоднородном поле. Но если, кроме 
того, шар имеет еще заряд е, то всего на него действует сила 


#1 
=—-2 
В электросталическом поле в силу безвихревого характера Е 
1 
(Е стаа В) = 5 ота@ Е, 
что легко можно подавердить, вышисав выражение, например, для 


составляющей по 5. 
Но тогда 


К—е Б-р ав 


(Е стая Е). 


: Ч - стай Е?. (94а) 
» 
Незаряженный шар (е = 0) втягивается в места с боль- 
шей силой поля. В частности, если перейти к пределу Ве == оо, 
10 сила, действующая на металлический незаряженный шар радиуса а, 
будет 


Ков 


№ > а3 отаа Е?. (94) 


1 
50° . Е? есть, следовалельно, работа, которую надо затратить, чтобы 


перевести металлический шар радиуса а из поля Е в пространство, 
свободное от поля. 
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Мы теперь в состоянии указать условия, которым должно удовле- 
творять пробное тело, если мы хотим с его помощью измерить поле, 
пользуясь простым соотношением К ==еЕ. С одной стороны, радиус 
шара а должен быть насролько мал, чтобы можно было в (94а) пре- 
небречь вторым членом по сравнению с первым. 

С другой стороны, сам заряд е должен быть настолько мал, что- 
бы можно было пренебречь по сравнению с еЕ силами изобра- 
жения (см. $ 28), которые еоздаются незаряженными металлическими 
поверхностями и поверхностями изолятора, и которые пропорциональны е?. 
Чем ближе мы подходим к возмущающей поверхности, или чем сильнее 
неоднородность поля, тем меньше нужно выбирать заряд и диаметр 
пробного тела. 

8 39. Механические силы в электростатическом поле. Вывехем 
тенерь общее выражение для силы К4Ф, действующей со стороны поля 
на материальный элемент объема 4». Применим для этого принцип энергии 
следующим образом; пусть находящееся в поле вещество движется 
как-нибудь произвольно. Пусть и (2, у, 2) — вектор потока, который дает 
скорость материальной частицы, находящейся в положении х, 9, 2. 
Будем полагать, что величина и настолько мала, что в любой момент 
времени поле может считаться электростатическим (наши соображения 
строго справедливы лишь в случае Пт] и|==0). Очевидно, что ска-” 
лярное произведение (иК) 4% есть работа, совершаемая при этом потоке 
в единицу времени отнесенной к единице объема силой К. 

Если обозначить через 


== [ева (95) 


?. 0% 


общую энергию поля, то принципи энергии требует, чтобы падение 0 
в одну секунду было равно полной работе, затраченной в веществе: 


ть . (ик) ао. (96) 


На самом деле мы К пока не знаем; наоборот, наша задача 
состоит как раз в том, чтобы преобразовать изменение во времеви зна- 
чения (0, даваемого уравнением (95), таким образом, чтобы оно при- 
няло вид (96). Тогда мы имеем право появляющийся при этом множи- 
тель К рассматривать как совместимую с принципом энергии плот- 
ность силы, Мы должны, следовательно, вычислить, как меняется 0 
вследствие существования потока и. Но поле является однозначно 
определенным, если плотность зарядов р и диэлектрическая постоян- 
ная е всюду даны. 

О изменяется, следовательно, лишь постольку, поскольку изменяются 
во времени р и ®. Поэтому вычиелим прежде всего оба выражения 80 


и 5,0. При этом 8,0 должно означаль изменение И вследствие изменения 
6 (х, у, 2) в р-- 00 (5, Ч, 2), причем е(5, у, 2) держится постоянной; 
соответственно 6,0 есть изменение И, когда р держится постоянной, 
а изменяется =. 


7 Абрагам-Беккер. — Теормя электр 
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И в том и в другом случае мы должны вычислять разность энергий 
между двумя полями: 


0—0, == т (ЕТ, — Е, 4. (97) 


а) Когда постоянной держится г, ЕО. = ЕЮ,, & потому 
Е, — Е.Ф, = (Е, - Е) (0, —Ъ,). 
Так как мы ограничизаемся малыми изменениями, то значит 


в0=—— [ ЕёЮ4ь 


п 


Но 
Е = — (стадо, 50) = — ау ($80) ад). 


Изменепие плотности зарядов бр означает изменение расхождения 
вектора смещения 
4тбр = @У5, 


80= / ов 45. (98) 


Этот результат содержит в себе как частный случай предложение, 
что при малом смещении зарядов, находящихся ла изолированном про- 
воднике, энергия поля не изменяется. При предполагаемом здесь элек- 


тростатическом равновесии ‹ фактически постоянен и И бо 4% = 0. 


Это конечно есть только частный случай теоремы Томеона о минимуме 
электростатической энергии. Но для нае этот частный случай является 
особенно важным, потому что мы из него узнаем, что та часть от 82, 
которая заключается в перэдвижении зарядов на металлических иро- 
водниках, ничего к изменению И не прибавляет, если только длительно 
сохраняется электростатическое равновесие. Но как раз это мы и пред- 
полагали. 

5) Когда держится постоянной плотность зарядов р, И, — №, всюду 
свободно от источников; так как, кроме того, поля Е, и Е, — безви- 
хревые, то в этом случаз 


Г.в (0, —0,)%=0 и Ге) 4=0, 


если оба интеграла берутся по всему пространству. Мы можем, сле- 
довательно, заменить под знаком интеграла в (97) Е.Ю. ва ВЮ, и ВР, 
на ЕЮ», так что получим 


о т (Е, — Е.) 4%. 


так что 


п 


Если теперь г, и е,— значения диэлектрической постоянной на 
одном и том же месте до изменения и после, то Ю, = Е; и 0, = е, Ву; 
тем самым 


. 1 
И | (в, — =.) Е.В, 
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При малом изменении дг 


1 
т Гео, 
= ] ЕР (99) 
Таким образом для скорости изменения энергии поля в общем 
имеем 
ай ыы - 


Теперь мы должны связать изменения во времени р и е с заранее 
заданным движением вещества и.’ По теореме Томсона при вычисле- 


0 
Вии “Е не пужво принимать во внимание передвижения электриче- 


ства по поверхности проводника. Мы можем поэтому производить 
вычисления так, как если бы заряд веюду был прочно связан с мате- 
рией. По тогда ра-есть плотность конвекционного потока, и таким 
образом по теореме Гаусса 


д 


г = — @\ (и). (101) 


Заметим ещо вполне аналогичную формулу м изменения плотности 
текущего вещества 
95 


ЕЕ Ч (из). 


де 
Чтобы вычислить г» Рассмотрим изменение е для текущей мате- 
риальной частицы. Для этого мы должны сравнить значение ег в момент 
времени 0 в положении 2, у, 2, с соответетвующим значением ко вре- 
мени 4 в положении х-- и, 4, у-- и, 4 г-- и. Для веществен- 
ного изменения мы получаем: 


Че (хи, ар у-- и ,а!, 2-р и.) — (0,1, 9,2) _ 
ри ЧБ оо С бта4 =); 


таким образом 
де 
м м ан Е: 


= 
-{ Нельзя определить в общем виде без 
хальнейших данных о природе диэлектрика. Поэтому мы ограничимея 
(в случае жидкостей виолие достаточным) предположением, что 
= есть однозначная функция плотности в. Тогда 


Вещественное изменение 


Це 4= 43 
а ‘а 
Но вещественное изменение плотности дается общим уравнением 


45 95 
%= я -|- (и ста о); 
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с 
поэтому с данным выше значением для 9: 
ас 


о Фу (ис) -- (и ста4 <) 


или также 


43 я 
А Ра ® Фуи. 


Таким образом мы получаем окончательно 
и -- [веер ана }. (02) 
Совместно с (101) и (102) получим 
1 = 
р (о ыы о Ре Г 
оу) : пота е 049 а п) 


Применим теперь еще раз теорему Гаусса, полагая при этом 


ф @ 1 (ри) = @у (ори) — (ри вта4 $) 
и 


4 4 4 
25 — @1 ЕЕ Аа = = я 
Ес ан (№ жи) пвтаа (82-9. }. 


При этом интегралы по бесконечно далекой поверхности поля обра- 
щаются в нуль, и так как теперь а оказывается общим множителем, 
то остается только 


1 т Ча 
Е Е о = Иа ис › 
= Л» р В Е? стад е-- т ота4 (в а) |4 


Таким образом мы получили действительно ‘выражение вида (96), из 
которого можно непосредственно вывести силу К, отнесенную к еди- 
нице объема: 


1 1 \ о 42 
К, = РВ — 5 Е? стад г а ктай (229 2). (103) 


Подчеркнем еще раз, что при этом диэлектрическая постоянная з 
считается функцией одной только плотности в. 

К, составляется из трех слагаемых. Первое —рЕ — дает извест- 
ное нам действие силы на истинные заряды; второе 


1 о 
ВЕ Е? ста е 


проявляется всюду, где е изменяется от точки к точке. В частности, 
на пограничной поверхности изолятора с пустотой оно дает силу, 
нормальную к внешней поверхности изолятора и стремящуюся втя- 
нуть изолятор в пустоту. 
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Наконец, третье слагаемое является важным для явления электро- 
стрикции, которое мы 06060 рассмотрим в следующем параграфе. 

$ 40. Электрострикция в химически однородных жидкостях и 
газах. Если внутри незаряженного диэлектрика возбудить электри- 
ческое поле, то прежде всего следствием силы (103) будет движение 
отдельных частиц диэлектрической среды по отношению друг к другу. 
Вследствие этого возникают упругие противодействия. Движение 
прекращается, когда упругие силы уравновешивают электрическую 
силу. 

Это явление, состоящее в том, что в незаряженном изоляторе 
возникают упругие натяжения и изменения формы, называют элек- 
трострикцией. 

В жидкостях и газах при равновесии имеется только один род 
упругого натяжения, а именно — равное во все стороны давление р. 
Здесь мы должны ожидать особо простых отношений. А именно: если 
давление от места к месту меняется, то вследствие падения давления 
на элемент объема 40 действует сила 


К, = — ста@р - 4. (104а) 


Равновесие наступит, если общая сила, действующая на элемент 
объема, т. е. сила давления К, совместно с электрической силой К,, 
равна нулю. Условие равновесия для незаряженного изолятора (р = 0) 
будет 


1 1 Де 
Ре 5) —_- па -— —— ИЕ 
ы Е? стаде -- в отаа Е 4 .) стар =0. (104Ъ) 


Если р ие известны как функции плотности о, то (104Ъ) дает связь 
между плотностью (или также давлением) и квадратом силы поля. 

Уравнение (104Ъ) для равновесного давления р в незаряженном 
жидком диэлектрике можно проинтегрировать в общем виде, если 
только известны функции р==р (3) и ==е (с). Для этого нужно обра- 
зовать градиент от 


ае = 1 
Е = Е ——.0.—, 
ас 5 в 
пользуясь для этого правилами дифференцирования произведения; 


4 1 4 4 1 
аа (№) =; ета ( 2-Е ов. 


Очевидно, что 
стай г = ыы ‚ стай с 


и 
5та4 — = — — . стад о; 
следовательно; 
4= \ 1 1 
а ° стад ме ао 
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Таким образом 
ва (Ее) =— [ ота@ (22: — Е? вгаде | 
Но тем самым из (104Ъ) получается 
1 
ие — © ВОБаскЕН 
с та@р = стай (5 8 Е 2): 


Положим теперь, что и р в выражении слева является функцией 
от о, образуем интеграл 


1 = т ЧР д 


с постоянной нижней границей оу. Тогда 


а 
та () =. вай С бта@ с = = стад р. 


Таким образом имеем результат: градиент от 
1 4= 
Е о ралЫ 
9 де 


равен нулю; эта величина имеет в диэлектрике везде одинаковое зна- 
чение. Следовательно, если мы сравним какие-нибудь два места 
в жидкости, характеризуемые индексами 0 и 1, то поскольку Л можно 
написать как функцию давления; “ 


р 
ар 
ф= | -— 
[ 2) 


в 
ар __ 1 = 7 4е 
[ве (:)_—№-(%) | 009 


Фо 
Если даны величины Е; и Е сил поля, то (1046) дает 
соотношение между плотностями с, и ча, или, что все 
равно, между давлениями р; и р. 
Рассмотрим теперь (1046) для случая Е =0; сравним, например, 
давление диэлектрика между двумя пластинками конденсалора (сила 
поля |Е |= ,) © давлением в пространстве, где поля нет: 


Если диэлектрик является слабо сжимаемой жидкостью, то 
плотность < можно приближенно считать постоянной. Тогда получаем 


1 4е 
Е 381 а 
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Это уравнение можно использовать и далее, если подставить для е 
экспериментально хорошо подтверждающуюся формулу Клаузиуса- 
Мосотти, согласно которой 
2—1 
е-|-2 
где С уж не зависит от плотности. 
Из нее р получаем 


—(-0, (10494) 


г ее 5) = де = =— Сас, 
а потому 
4 _ {е-- 2) в--2 
араб = 5 . (е—1). (104е) 
Для электрострикции в жидкостях будет следовательно 
2 2. 2—1 
ЕЙ Де Е = Е 


Наоборот, для не очень плотного газа значение р можно подставить 
из уравнения 


А 
ВИ 


(М — молекулярный вес), в то время как коэффициент электризации 
пропорционален плотности: 


следовательно 
4 к а— 1] 
Ре ба 
Таким образом, соглаено (1046) 
ВТ м ИИ 
и а Чт ог 


Если обозначить через « поляризуемость [ем. уравнение (85)] отдельной 
молекулы, т. е. электрический момент, который индуцируется в ней 
силой поля 1, и через ® число молекул в кубическом сантиметре, то 


а и 9=м т: 
4 и Ме 


При этом М==6. 1023 есть число молекул в грамм-молекуле. Вводя 
Больцмановекую постоянную 
В 


ыы „10-18 
= 1,37 . 10 
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> 


(газовая постоянная, отнесенная к отдельной молекуле), для газов 
получим 


еее Г. (1041) 
, Фо 

Впрочем, можно было бы вывести эту формулу совеем иным путем, 

непосредственно из рассмотрения силы, действующей на диэлектрический 

шар [$ 38, уравнение (94&)]. Если, скажем, представить себе отдельную 

молекулу в виде шара из диэлектрического или проводящего материала, 

то, согласно уравнению (90а), если а есть радиус молекулы, 


2—1 
ге 2` 


Таким образом в однородном поле на этот шар действует сила 


& == а3 . 


Ка зта4 Е? = стад (5-2) } 


1 
которую можно вывести из потенциала — -5_ а?. Таким образом уравне- 


ние (104#) есть не что иное, как известная формула падения баро- 
метрического давления с высотой 


в которой только потенциальная энергия частицы в поле земли (270%) 
1 
заменена на соответствующую энергию в неоднородном поле (- Е ав?) 5 


5 

'Только-что указанная грубая модель молекулы позволяет однако еще 
дать порядок величины электрострикции (1041). 

А именно, опыт показывает, что она дает правильный порядок 
величины для а, если положить е==со (проводящий шар), & для а 
взять величину действительного диаметра молекулы (108 см). Напри- 

вольт 
- мер, в поле 300000 ай 


300 и принимая & = 1,37 - 10`*5, будем иметь 


‚ соответственно |Е|=1000, при Т равном 


1 
— о? —2^ 6 
- и 


РГ 9.137.10-®. 300 


Следовательно, здесь речь идет всегда об очень незначительных 
эффектах, которые можно измерить только при очень большой тщалель- 
ности. 

Рассмотрим вкратце более общий вопрос о том, какие условия 
должны быть соблюдены для того, чтобы жидкость находилась в равно- 
весии при действии на нее силы, даваемой уравнением (103). Един- 
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ственное ‹ противодействие, которое может восстановить равновесие 
внутри покоящейся жидкости, есть выводимая из гидросталического 
давления р объемная сила (104а) К, = — ста@р. Следовательно, условие 
равновесия будет 


к, К, = К, — стад р = 0. 


Необходимым ‘и достаточным условием того, чтобы электрическая сила К, 
находилась в равновесии с гидростатическим падением давления, будет 


К, = втаар 
или 
то К, = 0, 


так как всякий безвихревый вектор можно, соглаено 8 9, представить 
в виде градиента некоторого скаляра. Из трех слагаемых, из которых 
составляется К„ третье слагаемое — всегда безвихревое. Первые два 
дают условие равновесия 


то [8— в; Витае | 0 


Если предположить, что плотность заряда р отлична от нуля только 
в тех местах, где диэлектрическая постоянная = от места к месту имеет 
постоянное значение, то, согласно общей формуле, 


тов (ГА) = то А -|- [таа р, А], | 


и принимая во внимание безвихревой характер Е = — эта@Ф, полу- 
чаем два условия: 


го (Е) = — [ста@р, ста@ $] =0 
и 
10$ (Е? . ста4 г) = [ста 2, стаЧ =] =0. 


Последним условием мы уже пользовались выше при выводе электро- 
стрикции. Оно означает то, что поверхности Е? = ©0136 и е = 0156 
совпадают. Всамом деле, только при таком условии градиенты этих двух 
величин параллельны друг другу, что необходимо для того, чтобы их 
векторное произведение равнялось нулю. Так как, с другой стороны, 
мы предполагали, что е зависит только от плотности с, то это условие 
означает, следовательно, что е, а потому и плотность с должны быть 
функцией одного №. Но это находится в согласии с нашими преды- 
дущими выводами относительно электроетрикции. 

Совершенно аналогично нервое уравнение означает, что плотность 
заряда р должна быть функцией одного только потенциала. Этот случай 
практически важен для вопроса о поведении электролита, когда он 
находится в соприкосновении с металлическим электродом; вблизи его 
в общем существует падение потенциала, связанное е пространственным 
зарядом электролита (избыток одного сорта ионов по направлению 
с другим). При этом плотность объемного заряда фактически зависит 
лишь от потенциала в соответетвующем месте. 
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$ 41. Механическая сила на поверхности диэлектрика. С помощью 
уравнения (1046) предыдущего параграфа можно вычислить гидро- 
статическое давление р в любом месте внутри незаряженного ди- 
электрика, если известно уравнение состояния р ==р(з) диэлектрика, 
свободного от поля, & также зависимость диэлектрической постоянной е 
от плотности э. При применении этого уравнения необходимо указать 
на следующее обстоятельство: непосредственное эксперимен- 
тальное значение разности давлений, даваемой (1046), состоит исклю- 
чительно в том, что с ее помощью можно вычислить изменения 
плотности в электрическом поле, например, количество жидкости, 
всасываемой конденсатором. Наоборот, давление, вычиеляемое по (1046), 
прямо ничего не говорит, например, о силе, с которой диэлектрик 
действует на стенки сосуда, в 
который он заключен. Очень бы- 
строе изменение диэлектрической 
постоянной, естественно имею- 
щее место на поверхности раз- 
Дела, имеет следствием, соглаено 
общей формуле (104Ъ), соответет- 
венно быстрое изменение давле- 
ния р. Лля примера рассмотрим 


х 


=: й следующую схему (рис. 34). 
Рис. 34. Ход диэлектрической поетоян- Проведем ось х координатной 
ной в поверхностном слое, простираю- системы нормально к поверхности 
щемея от 4 до 6. жидкости и заменим разрывное 


изменение г очень быстрым, но все 
же непрерывным переходом. При х==а, е должно иметь значение 1, 
отвечающее пустоте; начиная с 5—0, мы находимея внутри ди- 
электрика. В точке 2 == а слева на диэлектрик лавит поршень с силой р’, 
отнесенной к единице поверхности. Пусть диэлектрическая постоянная 
вещества поршня имеет также значение 1. Применим теперь к плот- 
ности жидкости между а и 6 общее условие равновесия (104Ъ). Оно 
говорит, что между положениями @ и $ должна существовать такая 
разность давлений р’— р, которая как раз уравновешиваег электри- 
ческую объемную силу, действующую на слой жидкости. Так как 
в нашем случае ‘дело идет очевидно только о составляющей силы по х, 
то здесь (104Ъ) гласит 


о 
т Го. 4 
и [ ие = | (В) ах. 
а 


Слева стоит здесь разность давлений, действующая слева напразво, 
а справа — электрическая объемная сила, действующая справа налево. 

Так как, согласно предположению, приз -==а, с равняется нулю, то 
имеем 


ь 
у ИН ь дз х Це 
р в: 242 — (5-Е о (105) 
[72 
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Численное значение остающегося в этом выражении интеграла можно 
определить в общем виде, если принять во внимание, что танген- 
циальная составляющая Е и нормальная составляющая от е- Е 
являются непрерывными при прохождении через поверхность границы. 
Обозначим нормальную и тангенциальную составляющие ‚индексами ® 
и Ги разложим 


ЕР — 2-Е, 


Гевы- Ги + [ ви. Пи 


= вл —п-нев,я (1+). 


Отнесем все величины без индекса, и в частности Е,, к месту 6 
внутри диэлектрика. Тогда 


"Тогда 


Й 
ее =е-0 ЕР} 05”) 
или также, ани и вычитая в фигурных скобках Е,?, 
ь 
Ге а=е-о. вел 
Уравнение 08) принимает таким о к 
Ива [0—9 ва. С. 00) 


Таким образом сила давления р’, действующая со 
стороны жидкости на неполяризующуюся стенку, пре- 
вышает гидростатическое давление р, господствующее 
внутри, на величину (105а). 

В области применимости формулы Клаузпуса-Мосотти (1044 и е) 


о 


Таким образом 


или также 


ивы Ч [5 8—5 ВА]. (105) 


Ясно, что р’ больше р, если Е нормальна к поверхности границы, и, 
наоборот, меныше р, если Е лежит в поверхности границы. 


#3 
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Позднее мы’ выведем соотношение (105а) еще раз чисто термо- 
динамическим путем. Теперь же покажем значение общего соотноше- 
ния (105) на двух простых примерах. Для этого выпишем его в виде: 


ъ 
ет ‚ 98 1 ‚ @ 
[2 


и применим выведенную выше формулу электрострикции для слабо 
сжимаемых жидкостей, согласно которой величина 


всюду внутри жидкости имеет одинаковое значение. Значит, если 
погрузить (рис. 35) пластинки Аи В в диэлектрическую жидкость, 
которая с своей стороны, вне поля нахо- 
дится под давлением ро, то 


ор. (1054) 


Сила, с которой жидкость втягивается в 
конденсатор, дается, следовательно, раз- 
ностью 


ъ 
р 1 - де 
Рис. 35. К вычислению сн- р д нат Е эх 9. (105е) 
лы Р’—2Ро (ур-ние 1056); т ‚; 
с которой втягивается кон- 
денсатором  диэлектриче- 


НЕО. Этот результат часто заменяется утвер- 


ждением, что на внешней поверхности 
жидкости, находящейся в конденсаторе, действует натяжение 
1Ё 
5 № ста г, направленное наружу. КЁ этому утверждению можно 
45 
прийти, если пренебречь в нашем уравнении (103) характерным для 
1 2 
электрострикции членом то отаа Е‘. ° . Оказывается, что этот 
прием правильно указывает полную разность давлений р’— ро, но ход 
изменения давления в отдельных случаях может быть совсем иным. Обыч- 
но на поверхностный слой жидкости, находящейся между пластинками А 
и В, действует, согласно (105Ъ), вообще не натяжение, а давление. 
В самом деле, в нашей схеме Е, равно нулю. Ёроме того, внутри 
жидкости у нижнего конца конденсатора (в местах сильной неодно- 
родности поля Е) имеется сильное падение давления, даваемое (1054), 
и оно вгоняет жидкость в конденсатор и настолько повышает давле- 
ние в поверхностной зоне, что в сумме получается формула (105е). 
Рассмотрим, наконец, еще действие силы на заряженное 
металлическое тело внутри диэлектрической жид- 


/ 


1 
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кости. Здесь имеется своеобразная трудность для понимания электро- 
статического действия силы вообще. Это можно видеть на следующем 
простом примере. Пусть плоский конденсатор заряжен с поверх- 
ностной плотностью -=о®, и пусть вначале он находится в пустоте. 
Тогда первая пластинка испытывает со стороны второй силу притя- 


о ы ф 
жения, величиной 32 №0 на каждый квадратный сантиметр ее поверх- 


ности, причем 4то = | Е |. Эта сила происходит от силы поля, ко- 
торая создается зарядами второй пластинки на месте первой. По- 
грузим теперь весь конденсатор в диэлектрическую жидкость, со- 
храняя при этом его заряды постоянными. При этом, как мы знаем 
из общих энергетических соображений $ 36, сила притяжения умень- 
шается в е раз. Как надо понимать этот факт? — Если мы припишем 
металлу пластин конденсатора диэлектрическую постоянную 1, то, 
как показывает на рис. 81 ход вектора Е между пластинками кон- 
денсатора, не может быть речи о том, чтобы при погружении сила 
поля на месте первой пластинки уменьшилаеь в з раз. Правда, 
в жидкости она стала в е раз меньше, чем перед тем в пустоте; но 
У самых пластинок, где расположены заряды, она нисколько не изме- 
нила своего значения. Итак, сила, действующая на заряды первой 


1 
пластинки, теперь, как и раньше, равна — = Ео?. Уменьшение силы, 


действующей на пластину, совершается в давления неза- 
ряженного диэлектрика, который раздвигает пластинки конденсатора. 
В самом деле, на 1 »в. см поверхности плаетинки действует, со- 
гласно (1056), сила и 


ивы а 


Из трех слагаемых два последние вместе дают в жидкости, согласно 
(1054), везде одинаковое значение, в частности, также и на вну- 
тренней и на внешней поверхности каждой пластины, так что их резуль- 
тирующее действие равно нулю. Остающийся интеграл вычисляется 


1 
из (105’). Е, равна нулю, Е, имеет значение -_ , так что в конеч- 


ном счете сила давления, действующая на внутреннюю поверхность 
пластинки, равна 


1 Е? 1 №. 
ом 


Общая сила, действующая на пластинку, получается вычитанием 


1 з р 
этого давления из кулоновекой силы 8 Е?, действующей на заряды. 


Только таким путем можно получить правильную общую силу 5 


которой требует принцип эвергии. 
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$ 42. Максвелловы натяжения. Созданная Фарадеем и Максвеллом 
теория не признает никаких сил дальнодействия. Соглаено этой теории, 
все силовые воздействия передаются электромагнитным полем непре- 
рывно от одного тела к другому. Факт непрерывной (от точки к точке) 
передачи сил в упруго напряженной пружине вполне понятен. По- 
добным образом Фарадей усмотрел места нахождения элехтромагнитного 
силового воздействия в 060бом напряжении пространетва, заполненного 
электрическими или магнитными линиями сил. Оно должно передавать 
силовое воздействие от одного заряда к другому. Представим себе, что 
система, находящаяся в электростатическом равновесии, разделена зам- 
кнутой, произвольной поверхностью {| на две части. Обозначим часть, 
охватываемую Г, через 1, остальную чаеть через 2. Тогда, согласно 
представлению Фарадея, общая сила, действующая со стороны 2 на 1, 
должна каким-то образом проникаль через эту поверхность. При этом 
совсем безразлично, находится ли поверхность частью или целиком 
в пустоте. Строгое проведение этой концепции принадлежит Максвеллу, 
который показал, что общее силовое воздействие, производимое на 
часть 1 [с силой К, на 1 худ. см (103)] 


К— / к 


е 
@) 


можно представить как результат поверхностных сил, которые при- 
ложены к поверхности [ этой части (при этом прежде всего надо 
иметь в виду, что указанное выражение для К содержит лишь силовое 
воздействие со стороны 2 на 1; если пва заряда находятся оба внутри 1, 
то в силу равенства действия и противодействия они ничего не ири- 
бавят к результирующей силе). Обозначим через ТаГ силу, которая 
действует на элемент 4/ грайичной поверхности 1. Мы утверждаем 
вместе с Максвеллом: выражение для К можно пре- 
образовать так, что 


Е] к = | Та. (106) 


Действие со стороны 2 на 1 эквивалентно действию 
поверхностных сил Т. При этом Т по теоряи поля может 
зависеть только от величин поля в месте элемента 
поверхности а/ и от ориентации 41 (направление нормали) по 
отношению к направлению поля. 

Составляющие К можно, как оказывается, представить в виде не- 
которого расхождения, и потому можно произвести это преобразование 
на основании теоремы Гаусса. Вычислим составляющую К по 5; мы 
будем искаль, следовательно, такие величины ,., Г, 1,,›, для которых 


хх) 2, 
97. 9Т, 91, 
ааа. НЫЙ. 
ар Е -- а (106а) 


Тогда для составляющих от К 10 у и 2 должны иметь место соот- 
вететвенные же уравнения. 
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Если такое преобразование К сделано, то теорема Гауеса сейчае 
же дает вектор поверхностной силы Т: 


Т,.= 7, 08 (®, 2) --Т,, с0$ (ю, у) | Т,, ©03(п, 2) 
Т, =. 00$ (п, 2) -- Т,,с05(я, у) -- Т,, ©03 (®, 2) (107) 
Т, =7,. с0$ (п, 2) -- Т,, в0$ (п, у) -- Т,, в0$ (в 2). 


Для того чтобы произвести преобразование, указанное в (106), положим 
сокращенно 


6 = В, (107а) 


1 1 
ЕС о уе = Е? 
К = ре т Е? стад е-- тт стад (3г 2). 


Заменим далее р на г ФУ и воспользуемся для второго слагаемого 
тождеством 

Е? стай е = ота4 (Е? =) — 2 (=Е ста Е) — 2= (Его). — (107) 
В силу р хараклера Е имеем 
т. 8 р, 1 


д 
У *)- ЕН 
да, с а 
Ня (Р-Р, Нее 8 
ИЛИ 


8тК, = ов, — о-в те Е (28... 


Таким образом для К, получено выражение вида (106а). Для соста- 
вляющих Макевелловекого тензора напряжений 7 циклической пере- 
становхой получим 


р Ч и 
Т= т. и Т г.) 
т, 
2—8) т ЗЕЕ 
Зе у # 45 у Ч 
г ЕЕ = (2—2 02) Е 
Е ду 8% * г 4х 42 (108) 


2 И 2 р 
= Е, «В» 3—2 НН | 
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Эти величины, будучи поставлены в (107), дают искомую сиетему по- 
верхностных сил Т. Расемотрим несколько ближе эту связь между 
вектором поля Е и Максвелловскими натяжениями. Она оказывается 
при этом много проще, чем можно было бы ожидать при первом взгляде 
на формулы: прежде всего та часть натяжений, которая связана © за- 
висимостью В диэлектрической постоянной от объема, появляется только 


г ый 
в диагонали ЩИ дает гидростатическое давление величины в, дей- 
к 


ствующее всегда нормально к а/. Но это можно было видеть непо- 
ху средетвенно из первоначального вида К. В даль- 
нейщем мы не будем принимать во внимание 
эту часть, которая в пустоте всегда равна 
нулю, а будем рассматривать только ту часть 
(108),. которая получается из нее при 8 =0. 
Выберем определенный элемент поверхности 
и поместим координалную систему таким об- 
разом, чтобы положительная 0сь 2 была на» 
правлена вдоль поля Е, а осьг была перпен- 
Рис. 36. Угол, образован- Дикулярна как к нормали ® элемента поверх- 
вый Максвелловой по- ности, так и к силе поля. Если обозначить 
верхностной силой Т и через угол между нормалью к поверхности 
вормалью п Нара и оилой поля, а через Е величину силы поля, 


нием Е силовых линий ; 
делится пополам. то имеем [рис. 36] 


Е, =0, Е, = 0, с0$ (и, х) == 608 9, с0$ (и, У) =, с0$ (п, 2) ==0. 


Таким образом для вектора 7 поверхностной силы из (107) и (108) 
получается 


2 . 
И —= 8х Е? 608 3, 


ы о (109) 
ФТ, = 322 $т 9, | 


Т, =0 ) 


Отсюда получается следующее простое построение вектора Т: 
Абсолютная величина Т 


т! ® о 
ть 


не зависит от ориентации элемента поверхности по 
отношению к полю. Единичный вектор, имеющий на- 
правление Т, получается отражением векторап (рис. 36), 
от направления Е. Действительно, составляющие построенного 
таким образом единичного вектора по х, 9, г равны с0$ $, — 51%, 0, 
как это требуется по (109). Выбранное нами при выводе частное по- 
ложение координатной системы, конечно, ни в коей мере не Нара 
общности, а служит только для упрощения вывода. 

Согласно указанного построения, угол между нормалью поверхности п 
и вектором силы Т всегда делится пополам силою поля. Следова- 
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тельно, если мы повернем элемент поверхности по отношению к на- 
правлению поля, то увидим следующее: если поле Е параллельно п, 
то Т имеет также направление п, и мы имеем чистое нормальное на- 
тяжение. Еели выводить п из положения Е, Т всегда поворачивается 
на тот же угол в противоположную сторону. При $ == 45°, Т лежит 
в плоскости элемента поверхности; мы имеем в этом случае чистое 
тангенциальное напряжение. При дальнейшем росте $ последнее опять 
падает, уступая место нормальному давлению, которое одно только и 
остается, когда п перпендикулярно к Е; тогда Т антинараллелен п. 
Величина Т остается при всем вращении неизменной. Знак Ё не 
оказывает никакого влияния на Т. Тензор напряжения пере- 
носит чистое натяжение, если Е нормально к 4/; чистое 
давление, если Е лежит в плоскости 47. 

` Рассмотрим кратко в виде примера силу кзаимодействия двух то- 
чечных зарядов в случае, когда оба заряда равны (отталкивание) или 
когда они равны и противоположны (притяжение). Поместим оба за- 
ряда на оси х на расстоянии {аи —а от начала. В качестве 
объема первой части нашей системы возьмем полушаф, который описы- 
вается вокруг начала координат плоскостью у2 и левой половиной не- 
которой весьма большой шаровой поверхности. Поверхностная сила, 
действующая на шаровую поверхность, ничего не прибавляет 


1 
727 . 
Остается только действие силы, переносимое плоскостью симметрии. 
При равных зарядах (е, =е==е) (рис. 37а) поле на этой 
плоскости всюду параллельно к 4; на плоскость производится чистое 
давление. И притом 
Е, =0, В, =2-°. У, =2 


272 


к общей силе, так как на ней |Т| стремится к нулю, как 


е 


ее 
е 25 
я 


Если = Уф-Е = 2* есть расстояние точки плоскости симметрии ‘от 
начала, то в. ней, следовательно, 


М РЕ 62 
|т| 8 о. Эт =8`) ме (4-м 


Поверхность @{ кольца 0, 46 есть ка ($). Подетавляя 5? =), получим, 
что общая сила давления, действующая на о пло- 
скость, 


<о 
хах 22 раз 


с -ы со дав °] а 
0 


Остающийся затем определенный интеграл при интегрировании по ча- 
стям дает 


8 Абрагам-Беккер. — Теория электр. 
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так что лля К получается, как это и должно быть, Кулоновское оттал- 
© 


га 


кивание ————. 
г. (2а)? 


При равных и противоположных зарядах е, = — @&=е 
силовые линии поля всюду идут нормально к плоскости симметрии. 
Мы имеём чистое натяжение. И притом 


е [72 


. 


2.72 х у Е 


Е, =2 


следовательно 
е? а? \ 


Е ря 


Эже (42-5 


Рис. ЗТа. 375. Отталкивание равных точечных зарядов и притяжение 
равных, но противоположных точечных зарядов описываются Максвел- 
ловыми натяжениями, изображенными в плоскости симметрии. 


и потому 
со 
НЕ [2 а?а\ 2? и 22 
ОЕ (а --^)3 93а? (-Нь) — е(24)2 ° 
0 ый 

Рассмотрение хода лингй поля на двух рис. 37а и 37Ъ позволяет 
непосредственно понять действие Максвелловых натяжений: растя- 
жение в направлении линий поля (рис. 375), сжатие в периендику- 
лярном к ним направлении (рис. 37а). 


# 


Ту. постоянный ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК. 


$ 43. Законы Ома п Джоуля. Из тех уравнений, которыми мы 
до сих пор пользовались при описании электросталического поля, не- 
которые остаются справедливыми и в дальнейшем при более общих 
электромагнитных процессах. Сюда относятся уравнения, выражающие 
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зависимость между Е и О, связь между расхождением ) и электрическими 
зарядами и выражение для плотности и, электрической энергии, т. е. 
Е—.0, бое „= 00) 
Наоборот, только электростатике принадлежат уравнения Е = — стай > 
и Ф== 601$ в проводниках, т. е., значит, безвихревый характер Е и 
обралцение в нуль Е внутри однородных проводников электричества. 
Откажемся теперь от последнего из этих двух условий. Экспери- 
ментально осуществим это, например, тем, что мы обкладки конденса- 
тора, заряженного до разности потенциалов $. —$., соединим метал- 
лической проволокой. При наличии такого металлического соединения 
потенциал в проволоке сейчас же перестает быть постоянным, так 
как на ее концах он имеет значения ©. и 9. Внутри проволоки воз- 
никает поэтому электрическое поле, и условие электростатического 
равновесия уже не выполняется. И, действительно, через проволоку за- 
ряды конденсатора —-е и —е выравниваются. Равновесие вновь 
наступает только тогда, когда заряды, а потому и поле конденсатора, 
исчезнут. Во время такого выравнивания по проволоке идет электри- 
ческий ток, сила которого будет 


ав 4е 


ЧЕ ` 
Что при таком изменении заряда конденсатора во времени действи- 
тельно в проволоке что-то происходит, можно судить по тому, что 
в ней наблюдается выделение тепла, и что в окружающем ее про- 
странстве оказывается магнитное поле. Появление магнитного поля 
обусловливает собой усложнение процесса, которым мы будем зани- 
матьея во всей полноте лишь в дальнейних главах. Пока сила тока 1 
остается постоянной, не изменяется и образуемое им магнитное поле. 
Вследствие этого мы можем в известной мере говорить о законах ста- 
ционарного (это значит: постоянного во времени) тока, 
совсем не касаясь при этом сопровождающего его магнитного поля. 
Правда, в нашем примере мы можем только приблизиться к уело- 
вию постоянного тока, для чего должны выбраль сопротивление про- 
волоки и емкость конденсатора возможно большими. Осуществление 
вполне постоянного тока невозможно со средствами чистой электро- 
статики. Достигают этого только тем, что с помощью 06обого приспо- 
собления, которое чуждо чистой электростатике, искусственно поддер- 
живают постоянство напряжений на обкладках конденсатора (например, 
с помощью гальванических элементов, аккумуляторов или термоэлемен- 
тов). Мы вернемся к этим приснособлениям в следующих параграфах. 
Остановимся пока на приближающемся к стационарному разряде кон- 


: 4е 
денеатора с очень большой емкостью. Измеряя скорость разряда — 42” 
можно показать справедливость закона Ома 
у ПЕНЬ {110} 


8* 
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В называется сопротивлением проволоки И зависит только от мате- 
риала и размеров последней. Если 1 означает длину проволоки, 
-—-ее поперечное сечение, то 


1 1 
= 1108 
а ( ) 


с 


тде теперь величина с зависит только от материала проволоки. 
1 
Величину с называют электропроводностью, и называется удельным 


сопротивлением, которое равно сопротивлению кубика с ребром в 1 см 
((=1, 4==1); (110) представляет собой ту форму закона Ома, в ко- 
торой его можно непоередетвенно наблюдаль. В теории поля она однако 
не употребительна, так как последняя должна браль за свои положе- 
ния только такие утверждения, которые относятся к непосредственно 
окружающему точку пространству. Чтобы найти эту дифференциальную 
форму закона Ома, предположим, что соотношение, найденное для про- 
волоки, как целого, остается верным и для любого произвольно выре- 
занного из нее элемента объема. За таковой выберем малый цилиндр, 
ориентированный в направлении поля, длины 4, © поперечным сече- 
нием @/ (нормальным к полю). Для такого цилиндра, согласно (110), 
если 4 означает разность потенциалов, существующую на концах 44, 


СА СА 
А В АН 
или также 
1 4° 
0. —. 
ар 4 


Напишем это уравнение в векторной форме 
1= о, (111) 


введя для этого вектор плотности тока 1; последний определяется 
тем, что 1,4/ представляет количество электричества, проходящее в еди- 
ницу времени через элемент поверхности 4{Г в направлении его нор- 
мали п. Уравнение (111) есть искомая дифференциальная формули- 
ровка закона Ома и одновременно представляет собой подходящее для 
теории поля определение х. Этот закон остается неизменным также 
при процессах, изменяющихся во времени, в то время как (110) огра- 
ничивается случаями постоянного тока. 

Мы должны указать на, то, что (110) применимо только к изотроп- 
ным веществам, свойства которых, значит, не зависят от направле- 
ния. В анизотропных телах (например В кристаллах или упругонапря- 
зкенных материалах) электропроводность, вообще говоря, зависит еще 
от направления прохождения тока. Тогда с является уже не ска- 
ляром, а представляет собой симметричный тензор. Уравнение (111) 
надо читаль тогда как тензорное уравнение, причем векторы 1 и В 
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тогда уже не параллельны друг другу, а подчиняются соотношению, 
которое, например, для 1, имеет вид 


1 =°„ИВ,-- чу Ех ,, Е, 


и аналогично для 1, и 1,. Но мы в последующем ограничимея одними 
изотронными веществами. 

Закон Джоуля определяет количество тепла, выде- 
ляющегося в проволоке, по которой идет ток Г. В слу- 
чае нашего конденсатора, коротко замкнутого проволокой, в единицу 
времени выделяется количество тепла 


/. ае 
9=—(&—9) 2 =(®—).1= 810; 


энергия поля, исчезающая во время разряда конденсатора, количе- 
ственно равна джоулеву теплу АГ. Отметим здесь еще раз, что мы 
при этом пренебрегли изменением магнитной энергии поля, связанным 
с изменением силы тока. Учет этой энергии даст нам позднее закон 
индукции.— От последнего уравнения можно сейчас же перейти к диф- 
ференциальной форме; для этого отнесем закон Джоуля к прежнему 
элементу объема 42 =}. 41. В нем 


Таким образом джоулево тепло, отнесенное к единице объема, будет 
р 0 , ь 
я = с? = (@®). (112) 


(18) есть тепло, выделяемое в единице объема за единицу времени. 
Так же, как и интегральный закон (© = (© —0,) Г, его можно вывести 
из принципа энергии. Общее обоснование его мы дадим позднее ($ 52) 
в электродинамике. Для случая же, когда сила тока меняется очень 
медленно, поле Е можно в первом приближении рассматривать как 
поле безвихревое, и для изменения энергии поля 


1 
(= — | (Е) 4 
8= ( ) ) 
пользоваться выражением, которое мы имели в электростатике [урав- 


нение (100)] 
ь ап др 
——= з ТЯ а. 


у 


ЧЕ 


р пусть теперь будет отличной от нуля и внутри проводника. Рас- 
смотрим только то изменение плотности заряда р, которое вызывается 
током приводимости 1. Согласно определению 1 


. о =— [ьай 
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отсюда по теореме Гауеса 


Но вообще 
— > 1 = — @х (91) -- а, втад 5). 


Поэтому, интегрируя по всей системе, получим 


— Га, вай (942 -— — | (Е) 


Но это есть как раз результат, ожидаемый согласно (112): уменьше- 
ние энергии поля за секунду равно джоулеву теплу, выделенному во 
всей системе. Отметим при этом, что вывод является не вполне точ- 
ным, так как в полях, изменяющихся во времени, Е уже не является 
безвихревым. 

$ 44. Ток проводимости. Ток смещения. Ток поляризации. 
Постоянный ток подчиняется общему правилу, что через любое 
сеченее проводника протекает одинаковый ток Г. Еще более общее 
положение гласит, что при постоянном токе, распределенном в объеме, 
плотность тока 1 нигде не имеет источников. В самом деле, если 
где-нибудь будет источник 1, то там должно наблюдаться изменение 
плотности заряда во времени, а, следовательно, и изменение поля Е. 
Поэтому при постоянном токе всюду справедливы условия: 


(а @1=0 внутри; 
«Ъ) непрерывность 1, на границе двух проводников. 


Таким образом на границе двух проводников мы имеем два погра- 
ничных условия: непрерывность нормальной составляющей эВ и тан- 
генциальной составляющей Е. Отсюда следует, что при постоянном 
токе линии тока преломляются на границе двух проводников с элек- 
тропроводноетями с, и с. так же, как и линии смещения на границе 
двух изоляторов е диэлектрическими постоянными е; И е›, если только 
2, :® равно с,:05 (ср. рие. 32). 

Неностоянный ток, какой, например, имеется при расемотрен- 
ном нами выше разряде конденсатора, вообще говоря, связан © изме- 
нением плотности заряда во времени. И притом, согласно теореме 
Тауеса, эта зависимость будет иметь вид 


Но так как, с другой стороны, всегда 4тр = ИУ, то для тока, изме- 
няющегося во времени, получим 

ВЕ о 0 

11 = ——— Фу 


Ня: В (48) 
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Поэтому, если ввести 


ок Р И 
УР Е , (114) 


то всегда будут. иметь место условия; 
Фуе=0 внутри; 


с, непрерывна на границе. 


п 


Ток проводимости 1 дополняется током смещения 
ПАЯ з 
== г до полного тока ©, когорый нигде не имеет источников. 
У13 к. 
Введение этого полного тока, свободного от источников, принадлежит 
Максвеллу. Позднее в общей электродинамике он будет иметь основное 
значение. Простой пример приложимости этого понятия дает тот же 
нлоский конденсатор, коротко замкнутый проволокой: проходящий по 
проволоке ток проводимости 


оканчивается на обкладке конденсатора. Еели, с другой стороны, Е’ есть 
поверхность пластинки и ® — поверхностная плотность ее заряда, то 
внутри изолятора существует смещение 

е 

чт 


В то время, как по проволоке прохолит ток 1, Ю изменяется таким 
образом, что полный ток смещения в изоляторе будет 
1 09 6 е 
4к Е 0Е 
Он имеет ту же величину, что и ток проводимости в проволоке. 
Последний находит в токе смещения свое продолжение внутри сопри- 
касающегося с проводником изолятора; при этом источников на гра- 
нице не наблюдается. 
Для того, чтобы дать общую интерпретацию (114), всякому телу 
надо приписать одновременно электропроводность с и диэлектрическую 
постоянную г. Тогда и © будет 


ео 


Ъ —= 4хо =4т. 


0Е 
288 - 


Работа, совершаемая полем Е над полным током в единице объема за 
единицу времени, равна поэтому 


д г 
= 2 И ре УВ 
(9 (= в). 
С правой стороны она выступает как джоулево тепло о? и как уве- 


# 2 
личение энергии поля 3-Е . 


120 Электрическое поле 


В практических применениях те два слагаемых, из которых соста- 
вляется ©, имеют величину различного порядка. В абсолютных изоля- 
торах существует только ток смещения. Наоборот, в металлических 
проводниках ток проводимости настолько велик по сравнению с током 
смещения, что последним практически всегда можно пренебречь. Только 
при очень быстро изменяющихся полях (видимый свет или еще более 
короткие волны) ток смещения в металлах становится также заметным. 

Уравнения 


И 
р = те Фу (=) 


до } 

—— == — у (<®) 
9 
позволяют решить вопрос, как происходит во времени растекание за- 
ряда, который существует в начале внутри проводника. Если рассма- 
триваль с и е как постоянные, то, исключая Е, получим 


ат 
5: г 
и, интегрируя, 
$ 
р== ро +6 т › в ы ` 


4тз 


Величину % называют временем релаксации. Это есть то 
время, по истечении которого плотноеть заряда уменьшается в е раз. 

Оно указывает также порядок величины того промежутка времени, 
воторый необходим, чтобы установилось электростатическое равновесие: 
Рассмотрим кое-какие численные примеры; здесь, правда, существует 
некоторая неопределенность, поскольку“ мы" очень мало знаем о по- 
стоянной е у металлов. Однако, нет никакого основания думать, что 
У металлов порядок величины диэлектрической постоянной е сильно 
отличается от 1. Мы найдем поэтому порядок т времени ре- 


лаксации, если удовлетворимея указанием величины о : 


Во в=9-10: В две 


о 17.1078 ом 53.10! сек. | 015-10-18 сек. 
Платина ..... 107.108, 8,4 .10'8 сек. * | 0,9510" век. 
Вим ини, 190.109. 0,75 - 1018 сек. * | 10,6:10—18 сек. 


Таким образом для времени релаксации получаются чрезвычайно малые 
значения. Из результала $ = 10° сек. больше ничего вывести нелезя, 
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так как для столь быстро переменных процессов феноменологический 


метод, применяемый в этой книге, теряет смысл. Наоборот, заелужи- 


вают внимания численные значения с. Они имеют размерность сек. \, 


т. е. размерность частоты. Во всех формулах, которые описывают по- 
ведение металлов, по отношению к периодически переменным полям, 
решающее значение имеет отношение числа перемен у поля к частоте, 


указываемой с. Обралим внимание на то, что частота ультрафиолето- 


вого света при длине волны 0,3 достигает только 10° сек. ". 


В токе смещения соединены, собственно, два совершенно 


= 
различных элемента; 
Г 0 т с 
ме и > 


т. е. ток смещения в пустоте и ток поляризации, 
Согласно данному выше (5 31) определению вектора Р, кажется вполне 
естественным, что изменение Р во времени выступает как плотность 
тока. Именно, если Р изменяется на величину АР, то по указанному 
определению это означает, что через элемент поверхности а{ проходит 
количество электричества (@Р. п) а{. , 

Таким образом новым элементом, характерным для теории Макс- 
велла, остается только ток смещения в пустоте = — Пер- 
воначальному пониманию Фарадея-Максвелла разложение О на Ни 
4тР, которое в настоящее время кажется вполне естественным, было 
совершенно чуждо. Прежде склонялись к воззрению, что в пустоте 
так же, как и в диэлектрике, имеются положительные и отрицательные 
заряды, связанные друг с другом квази-упругими силами, и соответ- 


1 
ственно этому толковали вектор ей как поляризацию пустоты. Обеу- 


ждение этого представления и предложения соответствующей модели 
а играли большую роль в истории электродинамики. Однако эти 
усилия оказалиеь бесплодными. Только ток поляризации можно пред- 
ставлять себе как действительный перенос зарядов. Поэтому, если 
полный ток, не имеющий источников, написаль в виде 


о 
а 


то оба первые члена представляют действительный перенос зарядов, 
который третьим членом дополняется до вектора, поле которого не 
имеет источников. 

$ 45. Сторонние силы и электродвижущая сила. При выводе 
данного выше вида закона Ома (111) 


1==5с8 


мы ограничивались однородными проводниками. Этот вид не применим 
для случая неоднородных проводников и для переходного слоя от 


122 Электрическое поле 


эдного проводника к другому. Согласно этому уравнению, при 1=0, Е. 
должно было бы равняться нулю. В действительности же наблюдалют, 
что для того, чтобы сохранить равновесие (это значит, чтобы не было 
тока), значение силы поля в неоднородной области должно быть, во- 
обще говоря, отлично от нуля. В таком месте сила поля Е не является, 
следовательно, единственной причиной возникновения тока. Должны 
существовать, наоборот, еще другие силы, которые стремятся произ- 
вести ток в проводнике. Учтем эти силы, вводя для этого новый 


вектор Е® и давая закону Ома более общий вид: 

1=о(В--Е®). (115) 
Для краткости назовем Е® сторонней силой (применяя при этом 
не совсем правильно слово сила); это есть, значит, вектор, который 
зависит от рода неоднородности в соответствующем месте, и который 
совместно с силой поля В в этом месте создает согласно (115) плот- 
ность тока 1. 

Хотя для феноменологической теории это допущение совершенно 
достаточно, причем она рассматривает поле сторонней силы Е® как 
данное, для достижения наглядности все же будет полезно, если мы 
немного остановимся на механизме возникновения этой силы в не- 
скольких случаях. 

Появление Е® становится особенно ясным, когда в качества про- 
водника мы возьмем разбавленный водный раствор сильного электро- 
лита (например, НС]), а в качестве неоднородности — переменную от 
места к месту концентрацию последнего. Пусть поля вообще нет. 
Тогда начнется диффузионный процесс, который стремится выравнять 
различия в концентрации. Практически электролит является вполне 
диссоциированным на НТ и С1 -ионы, которые диффундируют незави- 
вимо друг от друга. Но подвижность, а потому и скорость диффузии 
Н\"-ионов много больше, чем подвижность и скорость диффузии СГ`-ионов. 
Следетвием этого является электрический ток в направлении падения 
концентрации, ибо это последнее будет перегонять в места с малой 


концентрацией больше Н*-ионов, чем СГ`-ионов. Мы видим, что при- 


чиной сторонней силы Е® будет в данном случае диффузионное дви- 
жение. Этот ток придает более разбавленным частям раствора поло- 
жительный заряд, а более концентрированным —- отрицательный; велед- 
ствие этого появляется электрическое поле такого направления, что 
диффузия частиц Н" затормаживается, а диффузия СГ -ионов, наоборот, 
ускоряется. В конце концов достигается состояние электрического равно- 
весия, при котором различие в скорости диффузии двух сортов ионов как 
раз уравновешиваетея образовавшимся полем. Тогда мы имеем состоя- 
ние, когда ток отсутствует; при этом должно существовать электри- 


ческое поле Е, которое как раз уравновешивает отороннее поле Е®; 
Е-НЕ® — 0. 


Между векторами Е и Е имеется основное различие, которое 
нужно определенно подчеркнуть: В” существует внутри электролита 
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только тогда, когда имеется падение концентрации, отличное от нуля; 
в окружающей пустоте или в диэлектрике Ее поэтому всегда разно 
нулю. Совсем иначе ведет себя при этом электростатическое поле Е; 
правда, внутри электролита при отсутствии тока веюду Е—=— ©. 
Но вне электролита Е определяется_ по правилам электросталики (не- 
прерывность тангенциальной составляющей Е на пограничной поверх- 
ности). Е является, следовательно, при всех обстоятельствах базви- 


хревым; наоборот, интеграл ф Е® 45 по замкнутому контуру может 
равняться нулю только в 0с0бых исключительных случаях, именно 
тогда, когда, во-первых, сторонние силы распределены так, что 
внутри проводника они могут компенсироваться электросталическим 
полем, и когда, во-вторых, путь интегрирования идет целиком 
внутри этого проводника. Только в таких случаях можно говорить 
о сторонней разности потенциалов. 

Выведем еще формулу для сторонней силы, образуемой падением 
концентрации в электролите. Пусть я — число молекул НО] в 1 худ. см, 
т.е. число как Н"-ионов, так и СГ -нонов, и пусть оно дано как функ- 
ция координат. Г) и )_ — коэффициенты диффузии; В и В_— по- 
движности двух сортов ионов; -е и —е— их заряды. 

р. и В, определяются следующим образом: 

—р -. ста % есть вектор потока положительных ионов, создаваемый 
диффузией (число частиц, проходящих через квадратный сантиметр за 
одну секунду). 

В, -К есть скорость, которую приобретает положительный ион под 
действием силы К. 

Соответствующее имеет место для )_ и.В. 

Под действием диффузии и поля Е полная плотность тока будет, 
следовательно, 


1=—е(2.—Л_) тада --е? (В, + В)" 


или также 


1 
1=еж(В,-- В) {— ты стад (5т)|. 


Таким образом мы дали уравнению как раз тот вид, который соответ- 
ствует закону Ома (115). И притом, как дает сравнение с (115), для 
нашего бинарного электролита 


= (В. -- В.) 


у В. —р_ 
е®® = — ве. ота4 (5%): 
В. 


В нашем примере напразление Е® совпадает, следовательно, с на- 
правлением быстрейшего падения концентрации. Между какими-нибудь 
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двумя точками с концентрациями % и #, мы имеем стороннюю 
разность потенциалов Е, ® — Е.®, которая определяется инте- 
грированием вдоль кривой, целиком проходящей в рас- 
творе 

й 


р. —р т 
уфе в -еЕВЕ вЫ 
2 ах 5 


При отсутствии тока устанавливается электростатическая разноеть по- 
тенциалов, которая равна и противоположна сторонней разности потен- 
циалов; 


О т Е м т 2). 


Для полноты заметим, что согласно очень общей теореме статиетиче- 
ской механики между ОД и В существует численная связь 


р=ЕЁГ. В 


# — Больцмановская постоянная ==1,37 . 10; 7 — абсолютная темие- 
) ’ 
ратура), и что чиело 
В 


оО Не АИ 
ЕВ. 


в электрохимии называют числом переноса. Тогда 
7% 
е (Е, — Е. ®) =1Т(—П в -—. 
/ 1 


Порядок величины этой разности потенциалов выясняется числен- 
т 
ным примером: |© а РА О 
1 
—4.11 ..10_®. Это дает для разности потенциалов 


—16 
110-309 056.10 С@$ единиц = 0,026 вольт. 
4,17. 10 


Другой пример появления сторонней силы дает соприкосновение 
металла с электролитом. Если, например, медный стержень погрузить 
в разбавленный раствор сернокислой меди, то прежде всего небольшое 


количество меди переходит в раствор в виде би""-нонов. Следова- 
тельно, от меди в электролит идет ток. Причиной „сторонней силы“ 
является здесь упругость растворения меди. Ток прекращается благо- 
даря тому, что он создает отрицательный заряд и& меди и положитель- 
ный заряд раствора и тем самым в непосредотвенно прилегающем слое 
жидкости силу поля, направленную к меди. В состоянии равновесия 
сила поля как раз уравновешивает „стороннюю силу“ упругости рае- 
творения. И здесь следствием „сторонней“ разности потенциалов явля- 
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| 
ется равная ей, но противоположная по знаку электростатическая раз- 


ность потенциалов 
1 2 
ев = Е = Ев 
2 1 


между внутренними частями металла (1) и однородным раствором (2). 


В электролите переходная зона, в которой В® значительно отлично от 
нуля, обычно настолько тонка, что с известным правом говорят о 
скачке потенциала $. на границе металл-электролит. Его существо- 
ванием и свойством объясняется в существенных чертах действие 
гальванического элемента. 

В качестве третьего случая сторонней разности потенциалов упо- 
мянем о месте соприкосновения двух различных металлов. В этом 
случае ток вызывается различием дви- 
жения электронов в металлах; он пре- 
врацается только после того, как уста- 
новитея определенная разность потен- 
циалов между металлами. Подробное 
изложение этого процесса будет сделано 
нами в электронной теорни металлов. 

$ 46. Гальваническая цепь. Рас- : 
смотрим так называемую цепь, т. е. а 
несколько включенных друг за другом ВА. 
различных проводников, которые как на 
себе, так и на своих границах могут иметь любые сторонние силы 
‘поля. Но начало (1) и конец (2) цепи пусть будут из одного материала. 
Тогда в случае отсутствия тока между этими концами существует 
некоторая разность потенциалов, которая дается интегралом по кон- 
туру всех сторонних сил поля 


о Е 45, 


причем путь интегрирования должен проходить всюду внутри цепи. 
Как только мы приведем оба конца цепи в соприко- 
сновенне друг с другом (замкнутая цепь ВАА), электросталиче- 
ское равновесие становится невозможным, так как интеграл $ Е 9 45, 
взятый по пути АВРА, теперь отличен от нуля, потому что в замы- 
кающей однородной проволоке ВР.А всюду 10 == 0; следовательно, 


2 
фи в — 9 &=Е,°. 
а: 


Таким образом электростатическим полем невозможно компенсиро- 
вать Е®. Поэтому согласно (115) по цепи должен итти электрический 
‚ток. Когда ток разовьется до величины 

= (Е- Е”) 


то возникнут опять условия для стационарности явления, 
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Постоянный ток характеризуется отсутствием источников: 1 == 0; 
при этом поле Е всюду должно удовлетворять уравнению т0ё Е ==0. 
Эти два условия достаточны для того, чтобы при данных си Е® 
вычислить как 1, таки Е. 

Рассмотрим, как пример подобных вычислений, линейную цепь 
тока. Если 4 есть сечение проводника (нормальное к линиям тока), 
а 45 — линейный элемент в направлении прохождения тока, то 


@48) = = 14 


То, что 1 не имеет источников, выражается здесь в том, что через 
всякое сечение идет одинаковый ток Г. Следовательно, если проинте- 
грировать уравнение (115) по всей замкнутой кольцом цепи (от 2 по 
замыкающей проволоке к 1 и отеюда через цепь опять к 2), то по- 
лучим 


1. 


. 


с. 


а д е : 
т фан э&—-+ фей аз Е", 


так как интеграл Е по контуру должен равняться нулю. 


есть сопротивление всей цепи проводников. 

Произведение силы тока на сопротивление всей 
кольцеобразно замкнутой кольцом цепи равно инте- 
гралу по контуру сторонних электрических сил. Оено- 
вываясь на этом, величину Е® называют обыкновенно элект родви- 
кущей силой (5. д. с.) замкнутой кольцом цепи. Она равна инте- 
гралу по контуру разомкнутой цепи только тогда, когда начальный и 
конечный участки цепи сделаны из одинакового материала. 

Вместе с / во всяком месте нашей линейной цепи определяются 
также и 1, а, следовательно, и поле Е 


с * 


В другом предельном случае бесконечно протяженной системы провод- 
ников с произвольно заданными Е® и ‹, которые должны быть не- 
прерывными функциями координат, стационарное распределение тока 
однозначно определяется двумя условиями 


1 


9191=0, то : —— г и®; 


в то же время поле Е однозначно следует из уравнений 


т%В=0; @1(5В) = — 9 сЕ®), 
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Рассмотрим также выделение тепла постоянным током, образуе- 
мым сторонними силами: 


9—= /| 2. & = 118-- Е®) аъ, 


где интеграл распространен на весь объем, заполняемый током. 
В силу Е = — ста@о и \ 


(1 ста 2) = @1х (19) — 2 Ч 1 


при постоянном токе (411 =0) и при распространении интеграла на 
весь объем проводников с током получается непосредственно 


ь О ы (19) 4&— и е1,аЁ. 


Но если интегрирование производится по всей системе, то всюду на 
поверхности области интегрирования 1==0, так что получаем 


й = -}. ЧЕ 9) а. 


Полное джоулево тепло, выделяемое в цепи тока, равно, следова- 
тельпо, работе, совершаемой сторонними силами. Энергетический экви- 
валент этой работы целиком определяется процессом, который вызы- 


вает появление Е®. В копнентрационной цепи она возникает за счет 
свободцой эцергии совокупности более ковцентрированного и разба- 
вленпого растворов. В гальваническом элементе ту же роль играют 
химические процессы, которые связаны с растворением или выделе- 
нием; в термоэлементе энергия берется из тех приемников тепла, 
с помощью которых поддерживается разность температур слоев. 


В каждом случае работа -|- 8 (1Е°)) 42 совершается за счет источни- 


ков энергии, которые собственно злектростатике чужды так же, как 
чуждо ей самое тепло Джоуля. Мы имеем, следовательно, своеобразную 
картину стационарного (постоянного во времени) поля, посредством 
которого энергия не электрической природы может длительно превра- 
щаться в другой вид энергии, а именно в тенлоту. 


С. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ 


Г. МАГНИТНЫЕ ВЕКТОРЫ 


8 47. Сила матнитного поля в пустоте. До открытий Эретедта 
(1820) и Фарадея (1831) магнетизм, как предмет физического иселё- 
дования, был совершенно независим от учения 0б электричестве. 
Учение о магнетизме рассматривало взаимодействия постоянных маг- 
нитов, к которым нужно причислить также землю с ее магнитным 
полем. Правда, между матнитным и электрическим полем существует 
далеко идущая формальная аналогия, которая иногда ведет к тожде- 
ственному математическому изложению. Исходной точкой электроста- 
тики был закон Кулона для силы, действующей на заряженные проб- 
ные тела, и вытекающее из него определение и осуществление еди- 
ницы заряда и силы поля. Как раз в этой исходной точке аналогия 
между электрическим и магнитным полем прекращается, тах как нельзя 
изготовить заряженного магнетизмом пробного шарика: заряженных 
магнетизмом тел не существует. Железный предмет можно малнитно 
поляризовать, но нельзя зарядить магнетизмом. 

Экспериментальное исследование магнитных полей оказывается воз- 
можным благодаря второму существенному отклонению: в то время, 
как электрическая поляризация Р диэлектрика существует лишь по- 
стольку, поскольку она поддерживается внешним электрическим полем, 
и в 10 время как она пропорциональна этому полю Е, существуют 
вещества с „постоянной“ магнитной поляризацией М, где М означает 
определяемый в дальнейшем „магнитный момент единицы объема“ 
(„интенсивность намагничения“). Известные вещества, которые носят 
название магнитно твердых веществ, можно намагнитить таж, что при 
не очень сильных полях М зависит от НМ весьма мало. Рассмотрим 
здесь предельный случай идеально твердого магнитного стержня; это 
значит, что интенсивность его намагничения мы считаем известной 
заранее, и постоянной величиной, не зависящей от внешнего поля. 

С помощью постоянных магнитных стержней мы можем измерять 
магнитное поле так же хорошо, как электрическое поле с помощью 
пробного шара. В выборе единиц и во всем остальном будем при этом 
руководетвоваться аналогией с электросталическим полем. Подобно тому, 
как раньше источником и индикатором электрического поля служило 
заряженное пробное тело, источником (и притом двойным источником) 
и индикатором магнитного поля является теперь магнитная стрелка. 

Рассмотрим прежде веего метод, посредством которого Гаусеу уда- 
лось впервые измерить в абсолютных единицах как интенсивность на- 


. 
+ 
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магничения такого стержня, так и интенсивность поля земли. Если 060- 


значить черев 
и Маз 


магнитный момент пробного стержня, то в однородном магнитном поле 
Н. (например, в магнитном поле земли) на стержень во стороны поля 
действует механический момент вращения 


М = [мН.]; М=|щ|. | Но | - 51$. 
„=“ 

В частности, если имеется стрелка, вращающаяся вокруг оси, и 
если 09 означает момент инерции стрелки, а Ну — составляющую одно- 
родного внешнего поля, периендикулярную к оси вращения, то урав- 
нение движения будет: 

42$ - 
\ 0 В —=— жН, т $. 


Полагая при малых отклонениях (51 9 == $) 8 = с0156 - 81 2*ур; получаем 
для частоты колебания значение 


: В тНо 
9х и 


Измеряя ее, можно, следовательно, определить в абсолютных единицах 
произведение 1% - Ну. 

Рассмотрим теперь тот ‘же стержень как первоисточник магнитного 
поля Н. * 

Последнее должно выводиться из потенциала х„, который в поляр- 
пых координатах и, 4 (ср. рис. 39) дается уравнением (52) 


7% | 
Фи = = ° 6084. 
Следовательно, 
0 
ЗЕ Ем: | 
НН, = де 272876084, 
1405, т 
= — — 901, 
Н, и 594 


Установим теперь наш стержень неподвижно, и притом так, чтобы он 
был перпендикулярен к однородному полю И, величины Ну. В точку, 
находящуюся на расстоянии 7, от средней точки стержня, поместим 
в направлении момента ш (у =0) небольшую свободно вращающуюся 
магнитную стрелку. Эта стрелка установится в направлении равнодей- 
отвующей Н и Нув эт0м месте, т. е. под таким углом а к направлению Ну: 


ма |Н| 2% 
ев: 9 $ по Но : 


9 Абрагам-Беккер. -—— Теория олектр, 
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Измеряя ди г,3, можно теперь определить в абсолютных единицах 
27 
частное =. Сопоставляя оба результата, находим в абсолютных 
0 
единицах как поле земли Ну, так и момент ш стержня. С помощью 
прокалиброванного таким образом стержня, мы можем теперь измерять 
как по величине, так и по направлению любое данное магнитное поле, 
если только при этом стержень настолько мал, что в его ненозредствен- 
ной близости поле может считальея однородным. Интенсивность нама- 
гничения М нашего постоянного магнита выступает здесь как перво- 
источник магнитного поля Н, и 


ЧУН = — 44 9 М 
находится в полном соответствии с урав- 


нением (85а) для диэлектрической иоляри- 
зации 


{у Е = — 4х ЧР. 


х Кроме того, в чистой магнитостатике (т. е. 

Г\ при отсутетвии электрических токов и ‚при 

Рис. 39. К Гауссову методу полях, т р времени) справед- 

измерения ти Ну в абсо- ИВО Н = — стаё?„. Здесь И является, 

лютных единицах. следовательно, безвихревым. Его источники 

, лежат там, где интенсивность намагничения 

меняется от места к месту так, что имеется расхождение, отличное от 

нуля; в случае однородно намагниченного стержня это наблюдается 

у его концевых поверхностей, где нормальная составляющая М при 
переходе в пустоту создает поверхностное расхождение 


(Н,) стерж о В —=—47^М,. 


$ 48. Магнитное поле постоянных токов. Согласно открытию 
Эрстедта электрический ток всегда сопровождается магнитным полем. 
Магнитное поле бесконечного прямолинейного тока состоит из линий, 
кольцами окружающих проводник; ` плоскость этих колец нормальна 
к проводнику. Направление Н в таком кольце совместно с направле- 
нием тока образует при этом правый винт. Это поле уже не является 


безвихревым; интеграл, { Н,45, взятый по контуру, охватывающему 


ток, отличен от нуля. Промеры этого поля показали, что значение этого 
интеграла прямо пропорционально току, охватываемому тем контуром, 
по которому происходит интегрирование. Если обозначить коэффициент 


4т 
пронорциональности через Е ‚ То все результаты промеров открытого 


Эрстедтом поля можно свести к одному уравнению 
4 
$ нат, (116) 


причем путем интегрирования должен быть контур, охватывающий 
ток ув & направление обхода должно совершалься как в правом винте. . 
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В случае прямолинейного тока, мы получаем отсюда, беря за путь 
интегрирования окружность радиуса ” вокруг оси провода, 
4т. 21 
2 |Н|=—1 или |Н|=—, 
с сх 


От общего уравнения (116) мы можем перейти к дифференциальному 
закону, подобно тому как это было сделано для закона Ома. Для этого 
предположим, что (116) справедливо и внутри проводника, по кото- 
рому течет ток. ‘Тогда Через олемент- поверхности “@{ протекает 
ток 1=1,4/. Применяя теорему Стокса, уравнение (63), получим урав- 
нение, эквиваленлное (116): 


гоё Н = ——1. (116а) 


Для того, чтобы определить магнитное поле данного постоянного тока, 
можно, исходя из (116) или (116а), пользовалъьея различными методами: 
или применяя непосредственно (116), или методами магнитного 
двойного слоя (0 нем будет сказано ниже), или на основании 
закона Био-Савара, или, наконец, векторным потен- 
циалом, 

Метод непосредственного применения (116) быстро 
приводит к цели тогда, когда из соображений симметрии или еще 
каких-либо сричин приблизительно известно распределение поля, как, 
например, в случае прямого провода е круговым сечением радиуса а. 
Если за путь интегрирования мы будем браль концентричные окруж- 
ности вокруг оси провода, 10 


РН = Г вне провода (га) , 


ТЕ я внутри провода (г< а); 


‘ 


21 21 
следовательно, Н Е Ве М во ‘” внутри проводе. 


с 
Известно, что в случае прохождения тока по очень длинной катушке, 
поле в основном сосредоточивается внутри этой катушки и ориентировано 
°по ее оси. Если за путь интегрирования выбрать узкий прямоугольник, 
продольные стороны которого параллельны оси катушки, имеют длину 
равную 1 см, причем одна проходит внутри катушки, а другая вне ее, 


то для них / Наз просто равен-полю НМ внутри катушки, если только 


контур интегрирования нахолится достаточно далеко от концов катушки. 
Если ®— число витков, приходящееся на каждый сантиметр катупжи, 
то сквозь наш прямоугольник проходит ток [. п. Следовательно, поле! 
внутри катушки будет 

4к 


— .П-1. 
с 
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Этот результат остается в основном правильным и для катушки, 
согнутой в кольцо, если только диаметр сечения катушки мал по срав- 
нению с диаметром кольца (ср. рис. 40, где путь интегрирования ука- 
зан слева сверху). 

Метод магнитного двойного слоя вытекает из оложую- 
щего замечания: если рассматривать весь замкнутый путь тока 1, то 


для всякого замкнутого пути, не охватывающего тока, интеграл $ На$ 


равен нулю. Следовательно, если мы проведем произвольную поверх- 
ность таким образом, чтобы край ее как раз совпадал с контуром 
тока, то для всякого пути, не пересекающего Этой поверхности, инте- 


грал ф наз равен нулю; напротив, 

для любого пути, пересекающего эту 
4т 

поверхность один раз, он равен =—- ор 


Мы можем, исходя отсюда, вывести 
магнитное поле линейного тока из по- 
тенциала Ф„, если подчиним этот по- 
тенциал условию, что при прохожде- 
нии через запрещенную поверхность 


‚ 4® 
он претерпевает скачок, равный —— 1. 


О Е, Значит, согласно соображениям & 16, 


ного поля внутри кольцевой ка Магнитное поле тока тожде- 
тушки. ственно с магнитным полем 
окаймляемого им однород- 


т : 1 
ного магнитного двоиного слоя момента В. Соглас- 


но этому мы можем, например, сейчас же вычислить поле на оси 
кругового тока радиуса а, если обратимся к вычислениям 5 15, ка- 
сающимся поля кругового диска, и заменим в формуле (556) у, на Н 


и момент ву- м на га Для центра круга получаем 


Э®1 
са 


р == 


Эта формула лежит в основе измерений тангенс-бусолью, поеред- 
ством которой это поле сравнивается с полем земли. Когда дело идет 
о действии на большие расстояния, то в случае магнита оно 


зависит только от полного момента и | Ма, а в случае магнит- 


ного двойного слоя — только от вначения интеграла 11 == /Д пза/. 


Плоский контур тока, окаймляющий плоскость Г, действует, следо- 
вательно, на больших расстояниях как постоянный магнит момента 


Ты т {116Ъ) 


Й 
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Поэтому прямой катушке с полным числом витков № и сече- 
нием | соответствует магнитный момент 
Г 


Закон Био-Савара для определения магнитного поля при 
данном распределении токов получается путем применения получен- 
ных нами ранее результатов, касающихся однородных двойных слоев 
($ 16). Соглаено этим результатам образуемое таким слоем, не имею- 
щее источников поле можно представить в виде интеграла по огра- 
ничивающему контуру 


т [ [9=] 
но |“. (117) 


Отсюда следует, что магнитное поле замкнутого тока можно рассматри- 
вать как сумму слагаемых, вносимых отдельными элементами тока /4$ 
в силу поля в соответствующей точке; слагаемые эти построены сле- 
дующим образом: пусть имеется элемент тока /4$, и пусть г — радиуе- 
вектор, проведенный из элемента тока в данную точку; тогда поле 


`нормально к плоскости 4$, -г и по своей величине равно 73 эт а, 


если &х означает угол между 4$ и г. Направление Н определяется из 
условия, что поступательное движение 43 в своем собственном на- 
правлении и вращение, определяемое направлением Н, вместе дают 
правовинтовое движение. Согласно (117) для центра кругового тока 
(48 всюду перпендикулярен к постоянному по величине радиусу) полу- 
чается значение 


вполне соответствующее тому, которое выводитея методом двойного 
слоя. Разложение тока на отдельные элементы, которое указывается 
законом Био-Савара (117), является однако до известной степени про- 
извольным, так как в действительности эти элементы не могут суще- 
ствовать по отдельности. 

Метод векторного потенциала получается простым пре- 
образованием закона Био-Савара (117). Это уравнение позволяет, оче- 


видно, написать 
А С 
Ех ф 4$, ста, = (117а) 


& для ослатающих по осям координат, если мы обозначим через 
2, 9,2 координаты точки наблюдения, в которой желаем определить Н, 
а через 6 би 4, 49, %— место и составляющие линейного эле- 
мента 4$: т 


ни фы(Н)-&. 2 (1). 


\ 
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В самом деле, например, 


их. 
Применим к (117а) общую формулу векторного исчисления 


[В стаа /| = то В —г% ГВ, 


которая справедлива для любого вектора В и любого скаляра Г. 
Так как в (117а) мы должны дифференцировать только по коорди- 
натам точки наблюдения, которые не входят в выражение 4$, то 


2 7 — | ве, |= (7); 
у у 


ен нм (5 ф\). (118) 


Здесь Н появляется как вихрь дру- 
* 

| гого вектора Н = 10 Аз; Ау = РЯ у 

Е 
Е ыы а который мы в& 18 назвали векторным 
ных токов: потенциалом. Однако этот вывод верен 
только при отсутствии намагничиваю- 
щихся веществ. В силу тождества АУ го = 0, вихрем векторного потен- 
циала может быть лишь вектор, не имеющий источников, что для Н, 
вообще говоря, не справедливо. Поэтому позднее в общей теории мы 
будем выводить из векторного потенциала не ИН, а вектор В, поле 
которого никогда не имеет источников. Его введение последует 

ниже. 

Сотласно (118) член, вносимый элементом тока 148 в величину 
вектора А, имеет всегда направление 4$. Поэтому способ векторного 
потенциала особенно выгоден тогда, когда нужно вычислить поле 
прямолинейных параллельных токов, тах как тогда не может возник- 
нуть никакого сомнения относительно направления А. В качестве при- 
мера вычислим поле двух параллельных токов /[, проте- 
кающих по проводам в противоположных направле- 
ниях. За положительную ось & примем направление первого про- 
вода и вычиелим А, в точке на расстояниях г, и 7. от двух про- 
водов (рис. 41). Очевидно, что А, и А, вданном случае равны нулю. Про- 
изведем вычисление сначала для конечных проводов длины 2Г. 
Соглаено (118) 


) 


Л т 


+ +: 
= | 4$ —= | 45 
о, У з-/2 У Уз-Е +2. 


А, = 
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Положив сокращенно Че; м: = —, пе получаем 
7 71 йо 
т: и 
Ао | Е. ЕЕ 
Е Е а 
на НРА ЕН 


1 


а 
ТТ 


: 
т Е ЗЕ 


ЕС Е ори 
2 


а 


с т 


Рис. 42. Силовые линии между двумя параллельными прово- 
дами. Если по проводам текут равные, но противоположные токи, 
то окружности а, 6,...2 образуют места постоянного векторного 
потенциала А и одновременно силовые линии магнитного поля Н. 
Если, напротив, провода заряжены противоположными электро- 
статическими зарядами, то те же самые окружности суть места 
постоянного потенциала $. Тогда окружности 1,2...10 дают на- 
правление линий электрического поля. 


Если теперь перейти к пределу Г, == со, то второе слагаемое дбра- 
щается в нуль. Остается только 
^ = г. и Е 
6 7: 
Таким образом кривые А, == 01$ суть окружности, центры кото- 
рых лежат на прямой, соединяющей в нормальной плоскости центры 
обоих проводов; при этом эти два центра по отношению к соответ- 
ствующей окружности всегда являются сопряженными точками. Для 
магнитного поля теперь следует 
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Величина Н равна падению А,; направление Н совпадает, И 
с направлением кривых А, ==с01т$6. Строя кривые А, = 015$, 
получаем в то же время точную картину хода линий поля а 
обоих проводов. 

В этом результате замечательно следующее обстоятельство: если 
по проводам не будет итти никакого тока, а вместо этого они будут 
противоположно заряжены, так что каждый сантиметр их длины имеет 
заряд --е и соответственно — с, то они создают электростатический 
потенциал х величины 


НЕЕ 1-72. . 
2 7 

При этом е есть диэлектрическая постоянная среды, окружающей 
эти провода. Значит, ох отличается от А„только некоторым численным 
множителем! Этот факт встретитея нам в более общей форме еще раз 
($ 67) при изучении волн в проводах. 

$ 49. Намагничение и магнитная восприимчивость. До сих пор 
мы рассматривали два идеальных случая магнитных полей, именно: 
поле, образуемое постоянными магнитами (вещества с заданным на- 
магничением М) при отсутствии электрических токов, и образуемое 
стационарными токами при отсутетвии намагничивающихся веществ. 
Притом имели место уравнения 


для постоянных магнитов (4 = 0); у Н = 4* Чу М; го Н =0 
для стационарных токов (М = 0); го Н = 24 ФУН = 0. 


Отсюда можно вывести следующие общие уравнения для вычисления 
поля любого стационарного распределения тока 1==1(х, у, 2) и любого 
распределения намагниченных веществ М=М (&, у, 2): Источ- 


1. 


ники Н совпадают с источниками — 4=М, вихри Н равны 


В таких местах, где одновременно 1=0 и @УМ =0, Н является 
безвихревым и не имеет источников. На поверхностях разрыва М 
нужно принять существование поверхностного расхождения (скачок 
нормальной составляющей), соответствующего предельному переходу 
от непрерывного, но очень быстрого изменения к изменению скачком. 

‚Итак, если бы распределение тока 1 и интенсивность намагниче- 
ния М были заданы, то определение поля М было бы равнозначно 
задаче вычисления векторного поля из его вихрей и источников — 
задаче, которая уже решена нами полностью в $ 18. В настоящем 
случае уравнения, соответствующие уравнениям (68а и Ъ) 5 18 
были бы ` 


41 Н == — 4* @М, то Н = ет, (119) 


“ 


В действительности дело обстоит гораздо сложнее веледетвие того, 
что интенсивность намагничения в свою очередь существенно зависит 
от силы поля. В большинстве случаев самое появление его бывает ^ 


м 
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обязано действию поля. Эта связь между Ни М есть специфи- 
ческое свойство каждого данного вещества. Она характеризует как 
раз его магнитное поведение. Если сгруппировать все известные 
материалы по их магнитным свойствам, то получаются следующие 
улассы: 

а) Интенсивность наманичения пропорциональна полю: 


М =х.Н. (119а) 


Коэффициент пропорциональности х, называемый магнит- 
ной восприимчивостью единицы объема, не зависит от Н, но при извеет- 
ных условиях зависит от температуры. 

Среди веществ, намагничивалощихся по простому уравнению (119), 
можно различить два типа; 

1. Диамагнитные тела. У них х является отрицатель- 
ным и не зависит от температуры; х веегда очень мало по 
сравнению е 1. 

Оно имеет, например, значения: 


водород... == 05 ЗЕ 
м. РОТ. 05® 
ВОО акк АЕ 3.00.1068 
О А = — 14,00.10—° 


Следовательно, у диамагнитных веществ М ‘направлен противоположно 
полю Н. Качественно можно объяснить диамагнетизм, если допу- 
стить, что в отдельных атомах имеются контуры без сопротивления. 
Согласно общим законам индукции, при включении внешнего поля 
в таких контурах индуцируются токи, магнитный момент которых 
[ер., например, уравнение (116Ъ)] имеет направление, противоположное 
направлению Н. Количественное объяснение дается в электрон- 
ной теории. Диаматнетизм есть общее свойство материи и, следова- 
тельно, существует у всех веществ. Но он настолько мал, что практи- 
чески не наблюдается, если соответствующее вещество являетея кроме 
того еще параматнитным или ферромагнитным, 

2. Нарамагнитные тела. У этих тел х положительно 
и, как правило, обратно пропорционально абсолютной 
‘температуре {7 (закон Кюри); кроме того оно пропорционально 
плотности $: ^ 


С 
в. (119Ъ) 
И 
При комнатной температуре наблюдают, например, следующие чи- 
вленные значения их: = 
кислород... .. 0,14:10-8 
ПАНА =.’ .99.10-° 
марганец у у Ик 300.108 


Парамагнетизм нужно предетавлять себе таким образом, что отдель- 
ные молёкулы уже заранее. обладают определенным магнитным момен- 


7 
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том, и что под действием магнитного поля эти элементарные магнитики 
частично ориентируются; но ориентирующему действию поля противо- 
действует беспорядочное тепловое движение. Поэтому, соответственно 
закону Кюри, одинаковое поле может при более низкой температуре 
вызвать более высокую степень ориентированноести, чем при более 
высокой. 

6) Интенсивность намазгничения не пропорциональна силе поля. 
Этот класс состоит в основном из ферромагнитных материалов: железа, 
кобальта, никеля и гейслеровских сплавов. Магнитное поведение этих 
веществ очень сложно и в значительной степени зависит от обстоя- 
тельств, часто кажущихся совсем неважными. Поэтому нам придется 
удовлетворяться только очень схематической характеристикой. Самый 
отличительный признак Фферромагнетика состоит прежде всего 
в том, что при одинаковой силе поля магнитный момент ферромагне- 
тика имеет более высокий порядок величины, чем магнитный момент 
остальных веществ (он часто превышает его больше чем в миллион 
раз). Затем, при изменении Н, М меняется нелинейно; наоборот, уже 
при достаточно низких и технически легко достижимых полях наблю- 
дается состояние насыщения. Интенсивность намагничения М, 


при насыщении, которую нельзя заметно превысить даже при очень 
сильных полях, имеет следующие значения; 


железо....... 4М,, = 22000 эрстедт 
ео А = 6000 , 
КОбАЛЬТУ воре =18000 „ 


Эти васыщающие величины почти независимы от обработки материала 
ий от небольших химических примесей к нему. Наоборот, „кривая на- 
матничения“, т. е. закон возрастания. М при увеличенни Н, самым 
тесным образом зависит от особенностей ‘предварительной обработки 
испытуемого вещества. Здесь различают опять лва крайних случая: 

1. Мягкие (в магнитном отношении) вещества; это — 
такие вещества, у которых М остается еще однозначной функцией ИН. 
В типичных случаях эта функция изображаетея кривой, показанной на 
рис. 43а: в начале, при возрастании Н, М быстро растет. Залем кривая 
делается все более пологой, и, наконец (при насыщении), практически 
становится горизонтальной. Если кривая начинается почти прямолиней- 
ным подъемом, можно говорить еще о „начальной восприимчивости“, 


М 

которую определяют либо как частное = соответствующих значений, 
Е 9 м! | 

либо из крутизны кривой как ЭтНт Ее значение для различных сор- 


тов железа лежит между 50 и 1000. В природе вряд ли существуют 
совершенно мягкие, т. е. абсолютно обратимые ферромагнетики. 
Можно собственно говорить только о „более мягких“ или „более твердых“ 
веществах, соответственно менышей или большей ширине петли гисте- 
резиса (см. ниже). 

2. Твердые вещества. У этих веществ М вообще не являетея 
однозначной функцией Н; напротив, интенсивность намагничения суще- 


` 
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ственно определяется теми силами поля, в котором испытуемое тело 
находилось раньше. Типичный ход кривой намагничения представлен 
на рие. 435. Если ненамагниченное тело подвергнуть действию расту- 
щего поля Н, то вначале М описывает участок кривой АВ, который 
качественно мало отличается от кривой (рис. 43а) мягкого вещества. 
Но если теперь уменьшаль Н, то в начале М падает гораздо медлен- 
нее, чем раньше росло (кривая ВСДЕ). При поле Н =0 имеется еще 
„остаточное намагничение“ величины С’. Эту величину мы в дальней- 
шем будем обозначать через М,. Намагничение можно свести к нулю 
только при помощи силы АД, направленной в сторону, противополож- 


чл м 


9 0% 20253035 Н 


100 150 200 250 Н 


5000 
10000 
19000 Е 
Рис. 43а. Кривая намагничения Рис. 43Ъ. Кривая намагничения твер- 
мягкого железа. дой стали. - 


ную М; ее называют „задерживающей“ или „коэрцитивной силой“. 
Остаточный магнетизм и задерживающая сила являются мерой магнитной 
твердости вещества. При больших отрицательных значениях Н вновь 
достигают в Е состояния насыщения. Начиная е этого момента при соот- 
ветствующем изменении //, ход М дает кривую Е/С В, чем „петля гистере- 
зиса“ и заканчивается. ЕКели теперь опять изменять поле Н от наеы- 
щения в одном направлении до насыщения в противоноложном нанра- 
влении и обратно, то в основном М повторяет вее одну и ту же петлю. 

Совсем иное получается, если итти только до определенного места 
петли, например 1”, и затем опять заставить расти поле Н. Тогда при 
не очень сильном росте Н получают почти прямую линию, например. 
пунктирную прямую /’С”Е’ на рис. 43Ъ; по ней же изменение может 
происходить и в обратном направлении. Еели затем при дальнейших 
операциях намагничения оставалься между границами /’ и Е’, т6 
в этих пределах можно говорить об обралимом намагничении и харак- 
теризовать материал „уравнением магнитного состояния“ 


=ен-М,, (190) 
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где, следовательно, х’ означает знаклон прямой 1’Е”, а Му, — расстоя- 
ние АС”. 

Поле Н внутри постоянного магнита при отсутствии токов и других 
магнитов имеет направление, существенно противоположное налгравле- 
нию намагничения. Состояние такого магнита соответствует, следова- 
. тельно, точкам на участке СЛ кривой гистерезиса; его можно предста- 
вить, например, рассмотренной уже точкой 0’. Впрочем, при заданном 
намагничении постоянного магнита поле ‘внутри его зависит еще от 
его формы. При не очень сильных изменениях Н, достигаемых, напри- 
мер, изменением междужелезного промежутка в почти замкнутом кольце- 
образном магните, можно по прямой /’Е” или по уравнению (1196) опре- 
делить соответствующее изменение М. 

Вее ферромагнитные вещества обнаруживают ферроматнитные свой- 
ства только постольку, поскольку их температура остается ниже тем-. 
пературы, обозначаемой как точка Кюри 0 и характерной для соответ- 
ствующего малериала. Точка Кюри для железа лежит при 774°С, для 
никеля при 372°С и для кобальта при 1131°С. Выше точки Кюри 
все ферромагнитные вещества обнаруживают нормальный ‘иараматне- 
тизм, с той только разницей, что в законе Кюри (1195) надо Заменить 
абсолютную температуру 7 расстоянием 7—0 от точки Кюри: 


Ее ; р 
Е (закон Кюри-Вейсса). (1194) 

$ 50. Магнитная индукция. Не делая никаких предположений 
0 свойстве вещества в том смысле, в котором это говорилось в преды- 
дущем паратрафе, уравнению (119) можно придать другой вид, введя 
для этого вектор В 
| В—=Н- 4^М, (120) 


который мы назовем магнитной индукцией. В то время как Н 
определяется источниками и вихрями, вектор В, согласно уравнению, 
(119), источников никогда не имеет и поэтому характеризуется только 
своим вихрем: 


к 4", 
УВ = 0, гоБ В = ——1--4к го М, (121) 
В силу того, что В не имеет источников, его можно предотавить как 
вихрь векторного потенциала А | 
В = гов А, (121а) 


причем векторный потенциал А нужно подчинить еще добавочному 
условию 
ам А =0. (1215) 


Сотлаено $ 18, из (121а, Ъ) для А непосредственно получается зна- 


чение 
А И | (122) 
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Так же, как в предыдущем параграфе, здесь полезно отметить еле- 
дующее: практическая применимость уравнения (122) значительно огра- 
ничена тем обстоятельством, что М не является известным заранее, 
но само весьма сложным образом зависит от В и Н. 

Принципиально совершенно безразлично, вычислять ли в конкрет- 
ном случае сначала Н с помощью (119) или вектор В с помощью (121). 
Принимая во внимание уравнение (120), дающее связь между вектора- 
ми В и Н, мы в обоих случаях придем к одному и тому же результату. 

В качестве иллюстрации этой зависимости рассмотрим качественный 
характер поля кругового цилиндра, однородно поляризованного в на- 
‘правлении оси. Будем при этом продполагать, что цилиндр сделан 


Рис. 44а. 446. Поле идеально твердого постоянного магнита. 44а показывает 
ход Н (источники на основании цилиндра); 44Ъ (показывает ход В (вихри на 
боковой поверхности). 


из материала, в магнитном отношении идеально твердого. Еели осъ 
цилиндра ориентирована параллельно оси 2, то данные задачи форму- 
лируются так: внутри цилиндра М, = с0п56 == И, вне цилиндра М, =0; 
М, и М, всюду равны нулю. Подчеркнем при этом, что мы здесь рас- 
сматривали идеальный, практически не осущеетвимый случай. В дей- 
ствительности М всегда зависит от Н, что на рисунках нашло бы 
выражение в преломлении силовых линий поля (рис. 44а) у боковых 
поверхностей и линий индукции (рис. 44Ъ) у концевых поверхностей. 
На рие. 48Ъ наша идеализация сказалась бы в том, что для прямой Е” 
обратимого намагничения ход был бы горизонтален. Расхождение М 
концентрируется на двух концевых плоскостях, на которых имеется 
поверхностное расхождение величины == 1/. Вихрь его концентрируется, 
наоборот, на боковой поверхности, где М, претерпевает скачок е 1/ 
на нуль; вихрь сжимается у нее в поверхностный. Уравнения (119) 
и (120) дают для этого случая (1==0) полям Н и В еледующий вид: 
при прохождении через концевую плоскость нормальная составляю- 
шая Н претерпевает скачок, равный == 4=М; при указанной ориента- 
ции Н, претерпевает, следовательно, всякий раз скачок, равный -|- 4= М, 
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если, исходя из цилиндра, проходить через одну из концевых пилоско- 
стей. В остальном пространстве Н является всюду безвихревым и не 
имеет нигде источников. В частности при прохождении через боковую 
поверхность Н остается непрерывным. 

Этих указаний достаточно для однозначного определения поля Н. 
Получающиеся при этом линии поля наглядно изображены на рис. 44а. 
Внутри цилиндра Н в основном направлено противоположно М 
и при р форме цилиндра вблизи концов его равно примэрно 


2=М- М- ‚ где означает сечение цилиндра, а #— его высоту. 
Е Ч у 


При этом предполагается, что 4<<й?; 2=М есть член, вносимый 


рассматриваемой концевой плоскостью, М9. наоборот, —Кулоновекая 


12? 

сила, которая создается другим концом. Сразу`же за концевой 
плоскостью Н в основном имеет направление, одинаковое с М, 
и величину ЭГ — /-—- и Вблизи боковой поверхности М идет на- 
клонно к М. Эти поверхности, как таковые, линиями поля совсем 
игнорируются. 

Рассмотрим теперь ход линий индукции В. Вне цилиндра Н и В, 
конечно, тождественны. Напротив, всюду внутри цилиндра к вектору Н 
нужно прибавлять 4*М. Выполняя это, мы получаем картину 445 
линий индукции, Их ход определяется поверхностным вихрем М, 
концентрирующимея на боковой поверхности. 

С чисто феноменологической точки зрения изображение поля вэк- 
‚тором И (рие. 44а) или вектором В (рис. 44Ъ) совершенно равно- 
ценно. Несмотря на это, при взгляде на эти две функции неволено 
хочетея спросить, которое же из обоих описаний является более есте- 
ственным. Ответ на этот вопрос теснейшим образом связан © пред- 
ставлением о сущности атомарного магнетизма. Если рассматривать 
отдельные ‘атомы магнита как малые магнитные стержни 
с южным и северным полюсами, то поневоле приходим к картине, 
изображенной на рис. 44а: стерженъки, повернутые вдоль оси ци- 
линдра, создают на концевых плоскостях избыток положительного 
или отрицательного „евободного“ магнетизма, который действует как 
источник или как сток линий поля. Ответ получается совсем иным 
если рассматривать атомы (согласно гипотезе, высказанной впервые 
Ампером), не как магнитные стерженьки, а как небольшие круго- 
вые токи, которые, согласно $ 48, действуют так же, как небольшой 
магнитик, нормальный к их плоскости. ели эти элементарные кру- 
говые токи повернуты вдоль оси цилиндра, то внутри они везде 
взаимно уничтожаются, но на боковой поверхности останетея конеч- 
ный поверхностно распределенный ток, окружающий цилиндр (ер. для 
этого, например, рис. 21, & 17). Непосредственным следствием этого 
поверхностного тока является поле вектора В рис. 44Ъ, которое опрэ- 
деляется вихрем, совпадающим с поверхностным током. Мы знаем 
теперь, что гипотеза Ампера в основном правильна (его элементар- 
ные токи трактуются в электронной теории, как конвакционные токи, 
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вызываемые движением электронов). Поэтому на поставленный выше 
вопрое можно также однозначно ответить в том направлении, что 
естественному характеру магнетизма соответствует рис. 44. Только 
на боковой поверхности цилиндра „действительно“ существует нечто, 
именно „свободный“ ток Г = сто М, который в общем случае сов- 
местно с током проводимости 1 определяет согласно (121) вихрь В. 
Первичной величиной является не сила поля Н, а ин- 
дукция В. Вектор Н = В — 4*М, а равно и его источники нужно 
рассматривать просто как вспомогательные величины, вводимые для 
упрощения формул. 

Общая связь между В и Н, даваемая уравнением (120), вэдет 
к некоторому упрощению, если М известно как функция от Н. Если, 
например, М пропорционально Н: 


Ех 
то 
В=ьН. (123) 
Величину 
и =—1- 4; (123а) 


называют магнитной проницаемостью. Она меньше единицы 
у диамагнитных веществ и больше единицы у парамагнитных веществ.. 
Но: в обоих случаях и отличается от единицы весьма мало (всегда, 
меньше, чем на 0,19/). Только у ферромагнитных веществ № значительно 
больше, чем 1, и на самых крутых местах кривой (рис. 43а) может 
достигать величин от 1000 до 10000. 

При обратимом (ограниченном весьма узкою областью Н) измене- 
нии состояния постоянных магнитов (1”С”Е’, рис. 435) В, согласно 
уравнению (119е), можно прэдетавить в виде 

| В=ыН-- 4=М, (128) 
который окажется нам полезен позднее, при расемотрении магнитной 
энергии поля. 

$ 51. Закон индукции Фарадея. В 1331 г. Фарадей с№лал селе- 
дующее фундаментальное открытие; если вблизи замкнутого прово- 
лочного контура движется магнит, то в этом контуре возникает ток. 
Более близкое экспериментальное исследование этого явления приво- 
дит относительно возникающего при этом тока к следующим коли- 
Чественным данным. | 

Пусть А — омическое сопротивление проволочного контура, /— про- 
иввольная поверхность, ограниченная этим контуром. Намэтим для 
контура определенное направление обхода 45 и тем самым, согласно 
правилу правого винта, и определенное направление нормали и к его 
_ поверхности. Будем считать лок положительным‘ или отрицательным 
в зависимости от того, идет ли он в направлении 4$ или в обратную 
сторону. Тогда закон индукции для тока, появляющегося в основном 
опыте Фарадея, будет 


та - 
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В любой момент времени произведение сопроти- 
вления на силу тока равно скорости уменьшения по- 
тожа индукции, пронизывающего поверхность, огра- 
ниченную контуром тока, деленной па с. При этом совер- 
шеяно безразлично, происходит ли изменение потока вследствие того, 
что меняется поле во времени, а контур остается неподвижным, или 
вследствие того, что контур движется в поле. Уравнение (124) дает 
нам совсем новый и практически важный метод измерения 
данного магнитного поля. Для этого выбирают пробную 
катушку настолько малой, чтобы поле на протяжении катушки можно 
было ‚считать однородным. Посредством хорошо скрученных проводов 
эта катушка присоединяется к баллистическому гальванометру. Пока 
катушка стоит неподвижно в постоянном поле В, в гальванометро тока 
нет. Поток индукции через поверхность [ витка катушки равен В,/. 
Если теперь унести катушку из поля в место, где поля нет, то во 
время движения по ней проходит ток 


О 
= — в п В». 


Полное количество электричества, непосредственно указываемое галь- 
ванометром при достаточно быстром движении катушки, будет, следо- 


вательно, 
$ 
‹ -ЬЙ В, " й 
р” е=—= {Е Та = ИИ 
0 


Это вначит, что в рассматриваемом опыте отброс гальванометра не- 
посредственно измеряет составляющую В, индукции, нормальную 
к плоскости катушки в том месте, где катушка находилась до уда- 
ления из поля. Этот опыт можно произвести и в другом виде: оста- 
вить катупику на ее месте и вращать ее на 180? вокруг оси, лежащей 
в плоскости (земной индуктор). Тогда В, меняет свой знак, и дляе 
получается удвоенное значение. 

Приведем теперь закон индукции (124) к более общему виду, и для 
этого исключим Из него с помощью закона Ома силу тока Г. 

Предварительно несколько обобщим уравнение (124), а именно 
допустим, что в рассматриваемой цепи тока действует еще сторон- 


пяя электродвижущая сила Е®. Тогда последняя тоже будет вызы- 
(е) 7 


вать ток [= ‚ так что (124) нужно заменить на 


в 


Булем всегда придерживаться закона Ома в его дифференциальной 
форме 
1=с(В-- Е“), 
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Это вначит, что во всяком месте сила тока должна определяться 
только совместным действием силы электрического поля и сторонних 
сил в соответствующем месте. Но тогда, при ми (как 
в $ 41) по объему линейного проводника, имеем 


1Е=Е9--фЕ, 68. 


В то время как в электростатическом поле второе слагаемое в силу 
`безвихревого характера Е всегда равно нулю, сравнение с (124а) пока- 
взывает, что при изменении потока индукции оно должно равняться 


Нет | 
фвв-—1 а [Г.в (125) 


Интеграл электрического напряжения по контуру 


ФЕ, 4$ численно равен скорости уменьшения магнитного потока (делен- 
ной на с). В формулировке (125) совершенно исчезла постоянная В, отно- 
сящаяся к материалу провода. Этот факт дает возможность сделать 
игирокое. обобщение уравнения (125), выведенного сначала лишь для 
проволочного контура, — обобщение, являющееся фундаментальным для. 
всего дальнейшего. Именно, мы утверждаем, что для справедливости 
(125) наличие проволочного контура совсем не обязательно, что, на- 
оборот, для всякой произвольно проведенной замкнутой 


кривой интеграл ф в, аа правильно определяется тем же уравне- 
нием (125). Это утверждение оправдывается прежде всего в случае, 
если’ за путь интегрирования взять не провод, а непосредственно 
примыкающую кривую, лежащую в пустоте. В самом деле, в виду 


непрерывности тангенциальных составляющих Е, значение ф в, аз 


при такой замене пути интегрирования не изменяется. Но взятое во 
всей своей общности, это новое трактование уравнения (125) пред- 
ставляет собой гипотезу, которую мы должны проверить, рассматривая 
ее следствия. 

Наша гипотеза дает непосредственный переход к дифференциаль- 
ной форме закона индукции. А именно, если уравнение (125) имеет 
место для всякого произвольно проведенного элемента поверхности, 
то, применяя теорему Стокса, сейчас же получаем отсюда дифферен- 
циальную связь векторов Е и В. 

В неподвижных средах цоток индукции изменяется [правая сто- 
рона (125)] лишь постольку, поскольку изменяется вектор В. Тогда 
дифференцирование по времени можно соверитить под внаком интеграла, 
и по теореме Стокса сейчас же получитея 


в т для неподвижных сред. (126) 


Если, напротив, тело, для которого мы хотим определить Е, движется 
со скоростью и, то изменение со временем потока индукции через 


10 Абрагам-Беккер. — Теория электр, 
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поверхность [, движущуюся вместе с материей, надо вычислять со- 
гласно разъяснению, данному для (124). Если элемент поверхности аЁ 
движется со скоростью и, то на основании $ 19 имеет вообще место 


—щ ВьР= ] (5% чаю В — я 8.44 


В силу аК В =0 получаем 
1 [08 
т В = — Я (2 Е. 


— 5 ив} для движущихся сред. (126а) 
Это уравнение часто пипгут в сокращенной форме, вводя особый 

вид дифференцирования по времени, о котором говорилось в $ 19: 

у 


А=А-- и А — гов [чА]. 
Тогда из (126а) получается 
ЕВ. 
с — 


Если перейти от (1268) обратно к интегралу по контуру провод- 
ника, то с правой стороны усмалриваются две возможные причины изме- 
нения потока: во-первых, изменение В во времени, которое в елучае 
покоящейся проволоки только одно и действует; во-вторых, влияние 
движения провода, которое является единственной причиной при по- 
стоянстве поля во времени. 

Легко убедиться в том, что 


— 43 [В] &=В [148] 4 


представляет тот поток индукции, который проходит через элемент 
поверхности [и 46 48], покрываемый элементом 4$ ограничивающей кри- 
вой при его движении за время 4. 

Особо отметим при этом, что уравнения поля для движущихся тел 
в действительгости гораздо сложнее, чем уравнение (126а), которое 
является лишь вполне досталочным приближением для всех техниче- 
ских применений. Точную формулу для любых значений а можно вы- 
вести только с номощью электронной ‘теории и теории относительности. 


П. ЭЛЕКТРОДИНАМИКА НОКОЯЩИхХСЯ СРЕД, 


8 52. Максвелловы уравнения для неподвижных тел. Мы можем 
теперь составить Максвелловокие уравнения для покоящихся тел в 
окончательной форме. Правда, т о : 


для магнитного поля системы постоянных токов требует существенного 
и важного дополнения для случая, когда линии тока не замкнуты, — 
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а, наоборот, как, например, на обкладках конденсатора, прерывалотся 
В таких местах расхождение 1 не равно нулю, в то время как левая 
сторона (116) всегда является свободной от источников (1 0% == 0). 
Поэтому, если мы хотим иметь уравнение, верное для общего случая, 
то надо либо искаль совсем нового соотношения, либо путем присоеди- 
нения более общего вектора сделаль правую часть также свободной 
от источников. Максвелл избрал последний путь, расемотренный уже 
в 6 44: источник 1 неизбежно связан с уменьшением во времени плот- 
ности заряда в соответствующем месте, и притом по теореме Гауеса 


др 


ФЕ. 
е 9 


С другой стороны, плотность заряда равнозначна расхождению вектора 
смещения В 


пр = У, 
& следовательно, ‘ 
1 ор 
Я у 
= 4® . 06 ° 


Это уравнение гласит, что вектор 
. да 
© —=1 АЕ | ) 
7 9-, 


< нигде не имеет источников. Таким образом нужное дополнение 
для тока и 1 найдено. Это есть ток смещения 


— =) — в №, 

/ 
введение которого в основные уравнения образует 
стержень всей Максвелловской теории. Это есть един- 
ственнсе, но зато решающее различие между воззрениями Махксвел- 

‚ ловекой теории и более старой теории дальнодействия. 

В, обобщенному таким образом уравнению (116а) присоединим три 
других, а именно: закон индукции (126) и два условия (87а) и (121) 
относительно источников № и В. Таким образом имеем четыре фун- 
даментальных уравнения: 


мн а, ` () 
вв, | а 
ФУР = 4р, (р 
В —0. ау) 


’ Это — окончательные уравнения Максвелловской тео- 
рии дла покоящихся тел. Чтобы эта система стала полной, сюда 


10 


| 
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надо присоединить еще три других уравнения, дающих связь между 
векторами 1, 0, В и силами поля Е и Н. Если с помощью этих трех 
добавочных уравнений исключить указанные три вектора из уравне- 
ний (1) — (У), то тогда, и только тогда, возможно по данному началь- 
ному состоянию однозначно определить течение процесса во времени. 
В простейшем виде мы имеем эти три донолнительные уравнения для 
случая изотропяых не ферромагнитных тел с тремя мате- 
риальными постоянными — электронроводностью: э, диэлектрической по- 
стоянной = и магнитной проницаемостью |, а именно: 


1=5(Е-+Е®), (№ 
Ю=е. Е, (У 
В=ь.Н. (УП) 


Все три уравнения (У), (УТ), (УП) связаны, таким образом, с особыми 
свойствами имеющейся в поле материи. Уже по одному этому они ни- 
когла не будут обладать той точностью и общноетью, которую мы 
можем требовать от уравнений (Г) —(У); за исключением разве 
пустоты, где в точности <=0, е—=1, и=1. Помимо того, что (УП) 
совершенно неприменимо к ферромагнитным веществам, уравнение (УГ) 
оставляет в стороне такие явления, как явление диолектрического по- 
следействия или „остаточный заряд“ в Лейденских банках. Далее, урав- 
нение (УТ) неприменимо также и в том случае, когда мы переходим 
к полям, быстро изменяющимся во времени (световые волны). Опыт 
показывает, что в этом случае е становится функцией частоты пере- 
менного поля, так что о нем тогда уже нельзя говорить как о постоян- 
ной данного вещества. Выяснение сущности и теоретическое вычисле- 
ние величин о, г, р, введенных здесь как специфические „постоянные“ 
для данного вещества, подробно далотся в электронной теории. 

Интеграл энергии Максвелловых уравнений. Если 
умножить уравнение (ТГ) на, — Е, а (П) —на И и полученные уравне- 
ния сложить, то непосредственно получается 


НВ — ЕН Ш — Еб—ИВ. 
Мы воспользуемся тождеством 
Н го — Его Н - Фу [ЕН]; 


[ 
интегрируя по любому объему и умножая на =, Получим 


—=- | ЕБ--нв 4— | @®) де | ЕН. и 


Уравнение (127) основывается Только на строго верных уравне- 
ниях поля (Г) до (1У); мы должны поэтому принисывалть и ему строгую 
правильность в случае нокоящихся тел. 

р 


ку 
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Рассмотрим здесь (127) сначала только для случая, когда допол- 
нительные уравнения (У), (УТ), (УП) также удовлетворяются. Тогда, 


тай. (= ви: “| = |= %— [18.4 
Ни 7 = [ЕН], А. (12та) 


Это уравнение будем читать следующим образом: электромаг- 
нитное поле обладает плотностью энергии 


== ен». (1275) 


Если полная энергия О == у % @%, содержащаяся в объеме », умень- 

‚ шается, то согласно (127а) эквивалентно этому уменьшению появляются 
12 

три вида энергии: прежде всего необралимое джоулево тепло — и 
с 

работа — 1, совершенная против сторонних сил. Назовем обе вели- 

чины вместе термически-химической мощностью поля. В уравнении (127) 

она представлена членом (1Е) [ср., например, ниже уравнение (135Ъ})]. 

Наряду с этим, в качестве третьей причины уменьшения энергии 

поля появляется интеграл по поверхности 


. 6 
] ч,аг; = [ЕН]. (128) 

Таким образом принципи сохранения энергии требует, чтобы через 
поверхность рассматриваемой области проходил но- 
ток энергии № (энергия, проходящая за одну секунду 
через 1 с.?). 8 называется вектором Пойнтинга или векто- 
ром излучения. Мы займемся им подробно в теории электромагнитных 


волн. Подчеркнем при этом, что только интеграл Г $,АРраспространен- 


ный по замкнутой поверхности, имеет физическое значение энергии, 
вытекающей наружу из области, ограниченной этой поверхностью. 

Сам вектор № может значительно отличаться от нуля, а при этом 
все же никакого заметного’ переноса энергии не будет. Представим 
себе хотя бы такой случай, что на электроетатическое поле наклады- 
вается магнитное поле. № может тогда принимать любые значения, но 
при этом всегда у ==0, так что № не оказывает никакого влияния 
на энергетический балане. , 

Формулировка. принцииа энергии (127) правильна только для по- 
коящихся тел. Поэтому она не содержит выражения для механиче- 
ской работы, какое, например, мы подробно рассматривали выше 
для случая электрического поля; подобное же выражение будет разо- 
брано в следующих параграфах особо для случая магнитного поля. 

В следующей главе, относящейся к постоянным токам, мы будем 
пренебрегать характерным для Макевелловекой теории током смеще- 
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НИЯ ЕВ по сравнению с током проводимости 1. При достаточно 
медленном изменении поля это являетея до воленным. Как мы уви- 
дим в дальнейшем, технические переменные токи всегда можно рас- 
сматривать как величины, изменяющиеся в указанном здесь смысле 
медленно. 

Естественно, что таким способом должны получаться только такие 
результаты, которые были доступны также в до-Макевелловской 
теории дальнодействия. Как мы увидим позднее, учет тока смещения 
дает конечную скорость распространения электромагнитных возму- 


Е лыви 
щений. Пренебрежение Е ТФ согласно (1) равнозначно @у1==0, 


т. е. равнозначно допущению квазистационарных токов. Можно ожи- 
дать, что при токах, изменяющихся во времени, это пренебрежение 
справедливо тогда, когда время, в течение которого токи успевают 
заметно измениться, велико по сравнению со временем, необходимым 
для того, чтобы электромагнитные возмущения распространились от 
одного конца установки до другого. 

Ток смещения становится существенным только при рассмотрении 
быстро-переменных процессов; поэтому собственно Максвелловская 
теория выявляет всю свою плодотворность только при рассмотрении 
электроматнитных волн. 
$ 53. Магнитная энергия поля и Макевелловы натяжения 
магнитного поля. Выше мы положили плотность энергии электри- 


о 
ческого поля равной а (ЕП) и обосновали это допущение тем, что 


доказали, что работа, совершаемая полем при смещении материи, 
равна уменьшению энергии поля 


0.== |. (ЕВ) 4. 


Лля этого доказательства являлось существенным то, что веюду 
: № ==. ®. 


где =е— диэлектрическая постоянная, не зависящая от поля ЮВ. В маг- 
нитном же поле, по крайней мере при наличии постоянных магнитов, 
такой пропорциональности векторов В и Н не существует. Нельзя 
поэтому для магнитной энергии поля написать по аналогии е 0.„ 


выражение = } (НВ) 4. Что подобное допущение неправильно, 


видно уже из того, что для поля любых постоянных магнитов (в от- 
сутетвии токов) это выражение всегда равно нулю. Ибо тогда 
то Н =0, что совместно с @В =0 достаточно для того, чтобы и 
интеграл }. (НВ) 4% обратился в нуль. 


Мы должны, следовалельно, искать общее выражение для энергии 
магчитного поля (,, но мы ограничимся при этом только такими 


` 
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телами, у которых изменение индукции однозначно дается изменением 
силы поля. Рассмотрим сначала следующий элементарный случай: 
пусть дан стержень, согнутый в кольцо из какого угодно материала, 
с поперечным сечением 1 и длиной (. На него равномерно намотан 
провод с сопротивлением Л так, что на каждый сантиметр прихо- 
дится ® витков. Предположим, что в этом проводе гальваническая 
батарея с электродвижущей силой Е поддерживает ток Г. Тогда 
за время 4 эта батарея совершает работу А = ЕГ а. Еели за, это 
время 4! индукция В изменяется на величину @В, то в силу закона 
индукции Фарадея 


и ав 
Е ана 
У ТВ = НЕ: 
Магнитное поле Н в кольце определяется через одно только Ё 
ее Т | 
с \ 1 


Следовалельно, 


А— ЕГ а = 18-1 


й 


и 


ав = ви нав. 


Но 41 есть объем нашего стержня. Мы приходим таким образом 
к выводу, что в выражение работы А входит не только Джоулево 
тепло, во еще Я работа, которая, рассчитанная на единицу 


объема, дает = НАВ. Мы должны поэтому рассматривать последнюю 
1 


величину как изменение энергии нашего стержня. Этот результат 
находится в соответствии с той величиной для скорости измене- 
НИЯ = НВ магнитной энергии, которую мы имели в уравнении (127). 
Только что разобранный наглядный пример представляет, впрочем, 
частный случай того общего расчета, который привел к энергетиче- 
скому уравнению (127). Точнее говоря, здесь дело идет об изменении 
свободной энергии, так как мы, — правда, совсем не упоминая об этом, — 
предполагали, что наши процессы — изотермические (ср. значение на 
стр. 2387). Мы вернемзя к этому в разделе ПО); для целей настоящего 
разлела этим обстоятельством можно пренебречь. 

Предположим теперь, что индукция В известна как функция 
от Н — например, посредетвом кривой намагничения, вид. которой 
показан на рис. 45 (см. сл. стр.). Тогда, согласно только что получен- 
‘ному результату, за плотность магнитной энергии надо принять 


‚ что на рис. 45 соответетвовало бы заштрихованной поверхности а45с. 
о. нижней границы (Н=0) представляется на первый взгляд 


ух 
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произвольным, но последующими рассмотрениями он будет вполне 
обоснован. Таким образом для полной магнитной энергии поля мы по- 


лучим выражение 
‘ В 
п, [№ [нав, (129) 


Н=6 


которое гласит, что ‘для каждого отдельного элемента объема надо 
принимать в расчет как кривую. намагничения, так и конечное зна- 
чение Н или В. . 

Вычислим из выражения (129)°для И, прежде всего взаимодействие 
между токами и магнитами. Для этого рассмотрим самое общее изме- 
нение, которое может претерпевать 0. Остановимся на определен- 
Ном элементе объема (4%. При движении материи в этом эле- 
менте' изменяются не только В и Н, но также и относящаяся к нему 
кривая наматничения, так что, например, 
заштрихованная на рис. 45  поверх- 
ность абс переходит в соседнюю позверх- 
ность а’б’с’, обозначенную пунктирным 
контуром. Самое общее бесконечно малое 


изменение ]н аВ составляется из двух 
полое с66’с’ и а6’а’. Мы имеем, следо- 


вательно, 
н 
Рис. 45. Кривые намагниче- к А . 
ния афиа/Ъ' двух расположен- 8 | НаВ = НВ — „ван. 
ных рядом элементов объема, 1—0 


Первое слагаемое содержит действительное изменение В, второе обу- 
словлено изменением кривой намагничения; 8,В означает при этом 
расстояние (44’ на рис. 45) между двумя кривыми наматгничения, 
взятое при постоянном Н. Таким ‚образом мы получаем в сумме: 


} 


У Ева | „ван. 


Для того чтобы не итти слишком далеко, положим, что рассма- 
триваемый участок кривой намагничения прямолинеен, и, следова- 
тельно, В имеет вид 


ВЕН - 4 №. (130) 


Остаточный магнетизм *М, и величина р’ должны быть каким- 
нибудь образом даны как ф`унЕции материала и, значит, в виде функ- 
ций координат, (Заметим только, что не представило бы затруднений 
рассматриваль и р’ как функцию от Н. Здесь мы этого делать не будем.) 
‚ Из (130) следует 
\ 628 = Нд’ - 4=0 М, 
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ИЛИ 
и 
В Е О а ЭМ, 
[ (5; } аи г Н 4*—; И. 
[а к 
Отсюда 


аи, ты в, В: Ри 7 р 


Предположим, что скорость а движения отдельных материальных 
элементов объема дана и притом весьма мала. Тогда мы должны ука- 
зать, как веледствие этого в данном мёсте пространства будут. ме- 
няться во времени величины ми М.. В 839 при вычислении сил 
в электрическом поле мы допустили вещественное изменение `диэлек- 
трической постоянной е [уравнение (102)]. Будем здесь прене- 
брегать магнитострикцией в химически-однородных средах 
и соответственно этому примем, что в изучаемой нами частице вели- 
чина |’ не изменяется. Согласно уравнению (102) это равносильно: 
следующему: | р 

= 2+ (итааь 


Положим также, что остаточный магнетизм частиц при движении 
не изменяется. Кроме того, чтобы не заходить слишком далеко, примем, 
что те частицы, в которых М, отлично от нуля, движутся как твердые 
тела. Последнее допущение практически оправдывается почти всегда. 
Тогла из постоянства М, следует, что. поток М, через поверхность, 
движущуюся вместе с материей, должен быть постоянным. Отеюда 


по (69а) М. =0 или 


ам 
г == го [аМо] — “91 №. 
ды М. 
Подставляя полученные значения для а И № в (130а), имеем 


т [ва м а”) за [ н ма 
м И (и стаа в’) ®— оф [а Мо] 9 -- 


Е + / наб. 


Первое и третье слагаемые с правой стороны нужно еще несколько» 
преобразовать. Интегрируя по всей системе и пользуясь (67), мы полу- 
чим для третьего слагаемого 


Г Ноам. 4 — | Мото» — 48 ] 146 


=——* п [Е] 4%. 
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Чтобы вычислить в выражении для -. первое слагаемое, вер- 


немся опять вк уравнениям поля 


0% Н=— 1 
С 


ем В. 


Умножим первое из них на Е 4», второе на Н 4», сложим и про- 
интегрируем по всей системе. Тогда имеющийся слева интеграл по 
поверхности от [@Н] обращается в нуль. Остается 


вы [ ива. 
4т — 


Но в материи, движущейся со скоростью и, 


: В 
В === Е, ее 10% [В] ‚ 


так что мы получаем 
1 В ы 1 
ч= и =] ТЕ 4 -- зе | Ни 4%. 
Здесь по уравнениям (67) и (116а) 


1 1 1 
де | Ни [иВуаа | [иВ то НЕ 45 — -с | ив 4= 


=—- | чв%. 
с 
Соединим теперь все вместе и обозначим еще через 
у= | 4 (181) 


„термически-химическую отдачу“; обоснование для этого обозначения 
мы дадим нееколько ниже. Тогда для изменения 0, во времени полу- 
‘чается 


40, 


тде К», означает 


и ‘Гаьбь к), (182) 


к, = В—45 М] — Инта -- Нан (— М). (324) 


`Уравнение (132) полностью освещает вопрос относительно нахождения | 
магнитной энергии ‚в квазистационарном поле при любом движении. 


у 
+ 
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цепей тока и магнитов друг относительно друга: прежде всего за, 
счет (0), создается термически-химическая энергия $ 4. В самом деле, 


в силу 
1—5 (8-Е) 
мы имеем 


у ЕТ: 
Ш—=—— ®, 


так что 
12 и 
НИ [ ни В [ Па» (132) 


. 12 ) 
составляется из необратимого Джоулева тепла, т работы —(18®), 
совершаемой против сторонних полей, — работы, которая проявляется 
как теплота Пельтье или как повышение свободной энергии ‘аккуму- 
ляторов или олементов, находящихея в цепи тока. Наряду © этим 
потреблением энергии при движении материи появляется еще работа 


: (и, К„) 45, совершаемая полем за одну секунду. 


Сила на единицу объема, предотавляемая (132а), составляетея из 
трех характерных выражений. 

а) Прежде всего на элемент объема, по которому про- 
ходит ток, действует сила 


где, соглаено (130), №/Н представляет индукцию, за вычетом остаточ- 
ного магнетизма. Для элемента 4$ тока с сечением 4 и силой тока Г, 


Та; =14 =|1|9 43 
и, следовательно, 


к [985 »Н]. (133) 


г 


Если в месте провода остаточный магнетизм равен нулю, то сила, 
приходящаяся на элемент 4% проволоки, будет 


{ 1 
К —= ть: [48, В] . (134) 
Вторая часть К„ вполне аналогична электростатической силе 
1 
о р г. 


_ В частности, действие этого члена сказывается на поверхности 
раздела двух веществ с различными |’, где он дает напра- 


_ вленное наружу натяжение, приложенное к поверхности малериала» 
° Намагничивающегося сильнее. 
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Наконец, третье слагаемое Н у ( — М.) удается формально интер- 
претировать путем введения „свободного магнетизма“ р„ == — У М, 
на который, по аналогии с электростатической силой Ир, действует 
сила Нр,. В однородно поляризованном магнитном стержне р„ кон- 
центрируетея на двух концевых ‘плоскостях, соответственно скачку 
нормальной составляющей М. 

Максвелловы натяжения в магнитном поле. В б 42 
мы видели, что полную силу, действующую в электростатическом поле 
на некоторый объем, можно представить в виде интеграла, взятого по 
поверхности, ограничивающей этот объем. Покажем теперь, что наиа 
сила (132а) позволяет сделать вполне аналогичное преобразование. 
При этом мы получим тензор магнитного напряжения Т,, который 
отличается от электрического тензора 7’, [уравнение (108)] только тем, 
что всюду @ нужно заменить на Н и е— на введенную в уравне- 
ние (130) величину №. Мы утверждаем, следовалельно, что (182а) 
тождественно с 


/ 


Бес ВА 9 в 
= ы ини) чт (тени, ) + 


` 9 и 
те (нм, ). (185) 
Прежде всего правая часть этого уравнения при любых и’и Н 
тождественна с 
1 д. 1 


1 
а ту (5/ о Е ЕЙ 
Ут Н, о: (ин) ЕТ. Н 95 н* [Но Н],, (135а) 


в чем легко убедиться непосредственным вычислением. Но это выра- 
жение действительно полностью совпадает се (132а), если только при- 
нять еще во внимание соотношения 

: з 4т 

@% (НН) 4" УМ =0° и тИ= = 


1. 

Мы можем теперь описание натяжений в электрическом поле, сде- 
ланное нами в $ 42, дословно применить к магнитному полю: сила, 
действующая на произвольно ограниченный объем, эквивалёнтна системе 


поверхностных сил 
[к„4%= таг. 


равна’ 


/ 
ю у 
[и | =-5= Н°; 
нанравление Т„ определяется тем, что угол, образуемый внешней 
нормалью п, делитея силовой линией поля (направлением Н) пополам. 


$ 54. Единицы измерения электромагнитных величин. Чтобы 
включить в абсолютную систему мер и электромагнитные единицы, 


При этом величина Т 


эт 
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мы воспользуемся, согласно 5 1, уравнениями, дающими связь между 
электромагнитными единицами и единицами, установленными уже ра- 
нее. Самым естественным было бы воспользоваться для этой цели 
выражением для плотности энергии электрического или магнитного 
поля или (что мы сделаем для наглядности) выражениями, которые 
получаются в 060бо простых случаях для электрических или для маг- 
нитных сил, — например, законами Кулона для силы, действующей между 
двумя точечными электрическими зарядами или магнитными полюсами. 
Эти соотношения удобны тем, что в них входят либо одни электри- 
ческие величины, либо одни матнитные. 

Законы Кулона при произвольно выбранных единицах будут 
иметь вид 


—_№ 66 

. СИ 
р А 77; т 
т 2] 

Ся 


(е, е› — электрические заряды, 2%, т — магнитные массы). 

Диэлектрическую постоянную е и магнитную проницаемость в 
будем считать здесь за отвлеченные чиела, не имеющие размерности; 
в пустоте их значение равно 1. 

Множители пропорциональности № и # по своей величине и раз- 
мерности зависят от величины и размерности единиц, в которых 
измеряются е и 7%; если последними единицами можно распоряжаться 
произвольно, то наиболее просто определить их так, чтобы № и К не 
имели размерности и получили величину 1, Тогда единицами е и т 
будут такой электрический заряд и такая магнитная масса, которые 
в пустоте (===1, в==1) равную им масеу, находящуюся на расстоянии 
одного сантиметра, отталкивают с силой в одну дину. Тогда раз- 
мерности обеих единиц будут А 


[е] == [т] == [мере 


Основываясь на соотношениях, выведенных в предыдущих главах, 
можно сразу же из единиц для е и 7% вывести единицы потенциала, 
силы поля, смещения и т. д. Полученная таким образом 
система единиц называется Гауссовой системой. Ею 
мы и будем пользоваться в этой книге. 

Итак, считая в обоих законах Кулона множители пропорциональ- 
ности величинами, не имеющими размерности, и полагая их равными 
единице, можно: а) исходя из определенной таким образом единицы 
электрического заряда, установить абсолютные единицы электриче- 
ских величин, 0) исходя из единицы магнитной массы, установить 
единицы магнитных величин. Пока мы ограничиваемся электростати- 
кой и магнитостатикой, между этими двумя областями нет никакой 
связи; электростатические и магнитостатические поля могут суще- 
ствовать одновременно в одном и том же месте пространства, не 
оказывая при этом никакого влияния друг на друга. Но еели перейти 
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к электродинамике, то Максвелловы уравнения образуют мост между 
электрическими и магнитными величинами. Они будут 


стон = Е 


сто ® = — ыы 


или в интегральной форме: 


6 фи — +] в.а а, 
офем = ] ] В. 


Действующие в Гауесовой системе мер связующие уравнения 


№ =Е 
В=ьН 


отличаются тем, что в них е и \ не имеют размерности; 0 и Е, а также 
Вин одинаковы по размерности, а в пустоте. и тождественны. 
Итак, исходя из законов Кулона, мы в Гауесовой системе мер 
распорядились единицами ®, Н, и В; множитель пропорциональ- 
ности с (который, как показывает опыт, в обоих уравнениях один и 
тот же) нельзя уже теперь выбирать произвольно; его нужно опре- 
делять экспериментально. Так, нанример, если пропускать через согну- 


тый кольцом провод ток Г = ] Г 1, а, то, измеряя магнитное поле, 
создаваемое током Г, можно определить интеграл ф Н 48 силы маг- 


нитного поля вдоль кривой, охватывающей провод; из Ги фн 48 


получается первое основное уравнение для с. Или, например, пусть 
через поверхность, ограниченную проводом, проходит магнитный 


поток Г ет В, 41 =Ф; если изменять этот поток, то в проводе инду- 


‘цируется электродвижущая сила фе 4», величину которой можно 


измерить, скажем, электростатическим вольтметром. Тогда получается 
второе основное уравнение хляс. Как уже выше упоминалось, в Гаус- 
совой системе мер все величины Е, Н, Э и В имеют одинаковую 
размерность, &а потому размерность с определяется тем дифференциро- 
ванием по времени и по пространетву (106), которое производитея 
в обоих основных уравнениях; отсюда сейчае же видно, что размер- 
ность с будет [1/7]; с называют „критической скоростью“; в сле- 
дующих главах мы увидим, что с этой скоростью электромагнитные 
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действия распространяются в пустоте. Численное значение с полу- 
чается из опытов только что описанного вида, а именно 


с=300000 км/сек = 3 - 1019 см/сеж. 


Вместо того, чтобы исходить одновременно из законов Кулона и для. 
электрической силы и для магнитной силы, как это было сделано в Гаус- 
совой системе мер, можно использовать зависимость между электри- 
ческими и магнитными величинами, даваемую Макевелловыми урав- 
нениями; можно установить сначала только электрические или 
только магнитные единицы, и притом именно так, как в системе 
Гаусса; но затем нужно определить другие величины, полагая для 
этого постоянную Макевелловых уравнений, скажем, равной единице 
и считая ее величиной, не имеющей размерности. Так называемая 
электромагнитная система мер получается, например, сле-` 
дующим образом: в магнитном законе Кулона полагают множитель 
пропорниональности А равным 1; тогда для величины магнит- 
ной массы и для остальных магнитных величин получаются как раз 
те же единицы, что и в Гауесовой системе мер. При этом электри- 
ческие единицы определяются тем, что в Макевелловых уравнениях 
множитель пропорциональности с полагают равным 1; если теперь 
опять взять кольцеобразный провод, пронизываемый магнитным пото- 
ком, то в нем ийдуцируетея электромагнитная единица электродви- 
жущей силы, если при этом величина — о. равна 1. Кели мы 06о- 
значим силу электрического поля в Гауссовой системе через Е, & 
в электромагнитной системе эту же силу через Е’, то, в виду того, 


‘что правая (магнитная) сторона второго уравнения Максвелла в обеих 


системах мер одинакова (Н = Н”), будет правильным уравнение 
\ 


стоф В == го Е, 
а, следовательно, также 
Е =.. 


Поэтому численное значение силы электрического поля, выражен-. 
ной в электромагнитных единицах, в с раз больше, чем численное 
значение в Гауссовых единицах; следовательно, электромагнитная 
единица в с раз меньше, чем Гауссова единица. 

Если произведение силы поля на заряд должно давать в обеих 


‘системах единиц одну и ту же силу, то в силу того, что численное 


‚ значение силы поля, выраженной в электромагнитных единицах, в с 


Тогда из 


раз больше, чем чиеленное значение той же силы, выраженной в Гаус- 
совых единицах, численное значение заряда в электромагнитной. 
системе единиц должно быть, наоборот, в с раз меньше: 


а 
с 


Г] в, ар =4те | 


. 
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следует, что также 


Если в первое уравнение Максвелла, левая сторона которого оста- 
лась неизмененной, подставить В —=с№’, то множитель с с обеих сто- 
рон сокращается, т. е. и здесь коэффициент пропорциональности ста- 
новится равным единице. Мы видим отсюда, что при переходе к лю- 
бой системе единиц коэффициенты в Макевелловых уравнениях всегда 
остаются одинаковыми: правда, Ю видоизменяется противоположно 
видоизменению Е; но Ю стоит в то же время с о стороны урав- 
нения. 

Связь между № и Е наоборот, изменяется; а именно № = Е 


при Е =сЕ и р переходит в 


= 
Часто говорят: —» @СТЬ „диэлектрическая постоянная“ е’ в элек- 


тромагнитной системе единиц (на этот раз уже величина, имеющая 
размерность); тем самым формально спасена связь 


Ь’ ры г’ Е/ : 


конечно, физическое значение &’ теперь не то, которое имело г. Если 
исходить из электрического закона Кулона и определять ватем маг- 
нитные единицы, полагая для этого Максвелловекий множитель рав- 
ным единице, то получается электростатическая система 
единиц. Единицы электрических величин этой системы совпадают 
с соответствующими единицами Гауссовой системы. Но эта система 
почти никогда не употребляется: если говорят 0б электрических еди- 
ницах, измеренных электросталически, то подразумевают электриче- 
скую часть Гауссовой системы единиц. 

Для практического применения большинство единиц упомянутых 
систем являются весьма неудобными, так как получающиеся для них 
численные значения или слишком велики или слишком малы. Пере- 
множая их на подходящие численные множители, получают техни- 
ческую систему единиц. Важность этой системы заключается в том, 
что почти все литературные численные данные, а также шкалы боль- 
шинства измерительных приборов отнесены к ее ециницам; чтобы 
не производить пересчета для каждого отдельного случая, целесооб- 
разно сразу же пользовалься формулами, отнесенными к технической 
системе единиц. | 

Техническая система единиц получается из Гауссовой 
системы тем, что 

1) вместо эрга за единицу электрической работы принимают 
1 джоуль = 107 эрг; 

2) Гауесова единица напряжения уменьшается в 300 раз; полу- 
ченную единицу называют вольтом. 


$; 
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Еели мы обозначим технические численные значения индексом „звез- 
дочка“, то тогда 


= №. 
56 
Так же, как и единица работы, техническая единица силы в 107 раз 
больше: 
Р=Р*. 10". 
1 
тем самым из Р = вЕ получается 107Р* = Я Е*.е. Далее, если мы 
хотим, чтобы было справедливо равенство Р* = с*Е*, то должьо быть 
6—3: 10°2*: 


это значит, что техническая единица заряда в 3. 10? раз больше Гаус- 


совой единицы или в —=10 раз меньше, чем электромагнитная. 


С 

3. 103 
Она называется кулоном; единица тока (кулон в секунду) назы- 
вается ампером. Она связана с Гауссовой единицей тока уравнением 


= 9, 09. 


Так как в магнитной части Гауссовой системы единиц ничто не 
изменяется, Н и В не изменяются; единицу Н называют эретедом, 
единицу В — гауссом; единица магнитного потока (1 гаусс. см?) назы- 
вается максвеллом. 

Напишем теперь уравнения Максвелла для технических единиц и 
притом в наиболее употребительном, а именно в интегральном виде. 
Закон индукции 


будет 


значит, 


Индуцированное напряжение в вольтах равно ско- 
максвелл х 
сек : 
Напишем первое основное уравнение для квазистационарных токов’ 
_ (пренебрегая при этом током смещения): 


сфн 48 4 | [1, и 4=Т, 


1] Абрагам-Беккер. — Теория электр, 


рости изменения потока индудции в 
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где Г—-полный ток, проходящий вдоль по контуру. Отсюда, полагая 
Т==3 . 1031[*, получаем 


3. 100 ф наз мы 


{ Н* 48 — 0,4 [*. 


Интеграл по контуру вокруг тока от силы магнит- 
ного поля равен 0,4= от величины тока, охватываемого 
контуром, в амперах. 

Определим еще технические единицы сопротивления, коэффициента 
самоиндукции и емкости. 


1 
Если положить в законе Ома = 00. Е*-и Т1=3-10%1*, то 
* 9 7* 
те 505 *=3. ТОВ: 
Следовательно, 
В*=9. 101 В. 


Техническая единица сопротивления в 9. 10" раз меньше Гаусео- 
вой единицы; она называется омом. 
Коэффициент самоиндукции 1. и емкость С определяются при помощи 


Хх Ч 
ЕН 
г аЕ 
1 
ат 


Эти уравнения в отношении размерности построены совершенно 
аналогично закону Ома, так что сейчас же можно написаль 


1“ =9.10"Т 

г) \ 
| НО 
НТО 


Техническая единица коэффициента самоиндукции называется генри; 
техническая единица емкости называется фарадой. 
Наконец, найдем связь между Ю и Е в технической системе 
единиц. Из 
ЕТ Е —3.-10%* и И Ю,„* а = 4ке* 
800 
следует 


— Е. е-8. 1090*; 
Бо Е. ‚2 1090 
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значит, 
* Е * . 
Ь — 9.101 Е . 

Естественно, что такое определение технической системы 
единиц для практика дает так же мало, как, например, указание, 
что 1 м равен одной сорокамиллионной части земного меридиана. 
Систему единиц нужно укрепить путем точного определения некоторых 
легко воспроизводимых величин. Так, в результате интернациональ- 
ного соглалнения установлены единицы сопротивления и электрического 
тока. Так называемый „международный ом“ есть сопротивление ртут- 
ного столба с поперечным сечением в 1 мм? и длиной 106,3 см при 0°; 
„международный ампер“ есть ток, который в течение секунды выде- 
ляет 1,118 мг серебра. „Международный вольт“ прогоняет по провод- 
нику с сопротивлением в 1 ом ток в 1 ампер. 

Эти раз установленные числа из соображений целесообразности 
остаются неизменными, так же как например, осталась неизменной 
единица длины, хотя она и не совиадает точно с !|0 000000 Частью 
земного меридиана. Согласно более новым измерениям, значение между- 
народной единицы тока является довольно точным; международная 
единица сопротивления больше теоретической примерно на '!/2 про- 
милля. Пока не делается особых оговорок, все литературные данные, 
а равно градуировка всех измерительных инструментов относятся 
к международным единицам. 


Ш. ЭЛЕКТРОДИНАМИКА КВАЗИСТАЦИОНАРНЫХ ТОоКОВ. 

$ 55. Закон энергии для системы линейных токов. Положения, 
которые должны ‘быть развиты в этой главе, большею частью уже 
содержатся в общих теоремах 5 53 относительно’ энергии магнитного 
поля. В виду большого практического значения тех особых систем, 
которые мы должны здесь рассмотреть, мы разовьем их теорию совер- 
шенно самостоятельно и независимо от указанных более общих сообра- 
жений. 

Рассмотрим некоторое число проводников © токами; пусть они 
различаются индексами 1,2, ..., Л, ..., т. Пуеть Г, [,,...›1»— ТОКИ, 
проходящие по этим цепям, А,, П,,...,А„-— их омические сопроти- 
вления, 8%, РО ..., Е,®— действующие в них сторонние электро- 
движущие силы (аккумуляторы,. термоэлементы, сеть переменного 
тока и т. п.). Постоянных магнитов пусть в поле не будет. Пусть 
далее индукция В всюду будет пронорциональна силе поля Н: 


Проницаемость № может быть произвольной функцией координат, но не 
должна уже зависеть от Н. Тем самым мы вообще исключаем магнитно- 
твердые ферромагнетики. Если в поле имеются мягкие ферромагнитные 
вещества, то их намагничение должно находиться на прямолинейной 


1 
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начальной части кривой (рис. 43а). При таких обстоятельствах магнит- 
ная энергия поля 0, дается выражением 


0. =з=/ ВН 4». 


В силу того, что поле В не имеет источников, можно введением век- 


торного потенциала заменить индукцию В на гофА, в результате чего 
получается: 


ВН =Н - г А =А . г Н-- а [АН]. 


4® . 
Но го Н = я При интегрировании по всей системе происхо- 


дящий от 41 интеграл по поверхности обращается в нуль, так что 
получаем 


0. ] Аа. (136) 


Если Г означает силу линейного тока, 4 — его сечение, 48 — линейный 
элемент проводника, то 


14 —= |1 |943 = Гав. 


Так как во всех местах провода, по которому течет ток, Г имеет 
одинаковое значение, то энергия поля системы ® цепей тока будет 


1 7 
0,=5= Уь $ (А аз). (36а) 
Интеграл по контуру #-го контура тока по теореме Стокса, будет 
а 43) — || [В„4/=$» (1365) 
к 


где Ф, означает опять поток индукции, охватываемый 
#-ым контуром тока. - 


Тем самым для энергии поля получаем окончательное выражение 
1 т 
и,=--У УФ», (137) 
К=1 


Умножая силу тока Г, #-го контура на поток индук- 
ции охватываемый этим контуром, и суммируя по 
всем п цепям, получаем произведение 26 на магнитную 
энергию поля. 

Наряду с энергетическим уравнением (137), в качестве второго 
фундаментального положения возьмем закон индукции Фарадея, кото- 
рый для й-того контура будет даваться выражением: 


узы 
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Для наших энергетических соображений нам понадобится понятие 
термически-химической отдачи Ф [ср. (28 
Последняя определяется как 


= з (28, —1 НОТЫ у. ко , (138) 


К= Е=1 


\, следовательно, есть разность между Джоулевым теплом 1,2А,, выде- 
ляемым за секунду, и мощностью сторонней сиды ТЕ. ©: Если, напри- 
мер, 1,Е,® отрицательна, то это значит, что к соответствующему 
аккумулятору или элементу подводится энергия. Аккумулятор тогда, 
например, заряжается. и за секунду накапливает в форме свободной 
химической энергий энергию — 7,Ек®. Ч, значит, во всяком случае 
представляет энергию, которая получается за секунду в виде теплоты 
или химической энергии. 

Предположим далее, что отдельные контуры или их части движутся 
друг относительно друга. Положение движущихся частей в данный 
момент пусть характеризуется известными параметрами @,, а», ... ‚а,. 
Так, например, если участок провода передвигается параллельно оси г, 
то а, может быть просто координатой х определенной точки этого 
участка. Определим силу К,, соответствующую параметру а,„, следую- 
щим образом: если параметр а, изменяется на величину 4а„ то при 
этом в соответствующем участке провода затрачивается работа К, аа, 
Если, например, а, есть длина, то К, есть сила в обычном смысле 
слова. Если, наоборот; а, есть угол, то К, становится вращающим 
моментом. Пусть движение нашей системы проводов описывается тем, 
что а, @» ...,@, заданы как функции времени. Так как мы все силы, 
кроме сил, создаваемых самим полем, исключаем из рассмотрения, 
то ежесекундная работа, совершаемая полем при таком движении, 
будет 


д=У к, = (139) 


Следовательно, А представляет количество энергии, которое ежесекундно 
приобретается нами в виде механической работы. 

Энергия видов, отличных от тех, которые даются уравнениями 
(137), (138), (139), не должна входить в рассмотрение. Тогда принцип 
сохранения энергии для замкнутой системы будет 


ах (140) 


Мощность термически-химического или механического вида может 
происходить только за счет энергии поля 0,„. 

Состояние налней системы во всякий момент однозначно опреде- 
ляется значениями 11, 1, ...,[„сил тока и параметрами а, а, ..., @,, 
характеризующими положение в пространстве. Мы будем поэтому рас- 
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сматриваль энергию О, и потоки индукции Ф, как функции этих #-|-5 
величин 

0, = 0, (1, ---, 1» @з + а,) 

(141) 


Е Е, ео ре №) К О) 


ЭГ означает в дальнейшем дифференцирование по Г,, причем все 
1 


остальные Ги величины а, ..., а, при дифференцировании по Г, 
остаются постоянными. 
Рассмотрим прежде всего процессы без получения меха- 


нической работы. Это значит, что параметры а;, а, ..., а, не 
изменяются. Кроме того, мы можем ограничиться случаем, когда меняется 
` только ток Г, а все остальные величины 4[, ..., [„ @,`..., @, 
остаются постоянными. Тогда, соглаено (137), 
ап 90 


И о ар 
п МД с НЕ НЫЕ ги се 
Ч а: 5+5 Увы] 1 


Так как теперь А равняется нулю, то уравнение (140) с данными 


ап, 
значениями —^ и \ дает 
ОФ оба 
а и 


К=1 


‚Этот результал дает возможность сделать важное преобразование выра- 
жения для изменения энергии во времени в случае процессов, 
соединенных с получением работы, т. е. уже при любых 
изменениях Г, и 4,. Тогда прежде всего 


а. ‘м 00.: о щ9б. 
о ар. 


а потому по (141а) 


ап 1. 91 ад0, аа 
Аа вые. 141Ь 
@ вы ка Г да, @ а. 


С другой стороны, как следует непосредственно из (137), во всех 
случаях 
_а0, 1 аФ, 


а1 1 
и к 
и а 
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\ 
Вычитание двух последних уравнений друг из друга приводит к 
ап, 1 аФ, -90, аа, 
4 а к 90а @` 


Подставляя последнее выражение, а также значение Физ (138) в урав- 
нение энергии (140), получим ежесекундно приобретаемую работу А 


7—8 


90 аа 
А = Зи. МЫ * 
\ 7 да а ` 


Е 


Согласно (139), тем самым определены обобщенные силы К „„ относя- 
щиеся к параметрам а,: 
90 
К. = 2 (1416) 


г 


Итак, если магнитная энергия 0, известна, со- 


гласно -(141), как функция сил тока Г и координат поло- 
жения а, то частная производная по [, дает поток 
индукции (141а), охватываемый Ё-ым проводником, 
а частная производная по а, —силу (1416), соответствую- 
щую координате 4... 

Особого внимания заслуживает в уравнении (1416) знак. Именно, 
если в обычной механике потенциальная энергия дается как функция 
координат положения, то, как известно, силы получаютея частным 
дифференцированием отрицательной энергии (или отрицательного 
потенциала) по соответствующей координате. Соглаено (1416), отрица- 
тельная магнитная энергия играет, следовательно, роль потенциала. 
В то время как в механике силы действуют в таком направлении, что 
при этом потенциальная энергия уменьшается („производство работы 
за счет потенциальной энергии“), наши электродинамические силы 
показывают обратное поведение: они действуют в таком направлении, 
что при этом магнитная энергия поля возрастает. Особенно ясным это 
поведение становится тогда, когда при движении силы тока держатея 
постоянными, — например, путем соответетвующих изменений сторонних 


. : ат, 
сил (включение или выключение аккумуляторов). Тогда —-^ =0 для 


ф 
всех К, и мы получаем из (139), (141Ъ), (141е) просто 
"| ) 
ке = А. (1419) 
4 1 = ©0108 


_В этом елучае энергия поля увеличивается, значит, как раз на 
величину совершенной работы. Если имеются провода, по 
которым текут токи, и силы последних поддержиъ 
ваются постоянными, а сами провода движутся друг 
относительно друга, так что при этом совершается 


\ 


д 
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работа А, то энергия поля увеличивается на величину, 
равную А. Ежесекундно приобретаемая энергия вели- 
чины 2А уравновешивается мощностью сторонних сил, 
с помощью которых достигается постоянство сил тока. 
В самом деле, соглаено (140): 


2А=— 1. 
А по (138): 


п 
—9= У (Г.Е, — ТВ), 


97=1 


1, Е,® есть мощность сторонних сил в #-ом контуре тока. Значит — № 
есть действительно разность между мощностью сторонних сил и Джоу- 
левым теплом. 

Из формулы (137) для О» следует, учитывая направление механи- 
ческих сил, что всякий провод, по которому течет ток, стремится охва- 
тить возможно больший. поток индукции. Количественное значение силы 
мы уже вывели раньше [уравнение (134)]. Позднее мы вернемся еще 
в этому после обсуждения уравнения (1418). 

$ 56. Самоиндукция и взаимная индукция. Рассмотрим далее 
энергию } 


0, == Ут, 


й=1 


системы проводов, по которым идут токи, при условиях предыдущего 
параграфа, и остановимся подробнее на потоке индукции 


Ф, = ГВ, ак 
ыы. р, 


который пронизывает первый контур. В налтей системе вектор В в любом 
месте однозначно определяется токами Г;,..., 1, в отдельных про- 
водах. Раз мы предполагаем, что в не зависит от Н, то ясно, что 
отдельные токи прибавляют к вектору В части, пропорциональные 
соответствующим силам тока. Соответственно этому можно и поток 
индукции Ф, подразделить на части, создаваемые отдельными токами 
1, 1., ... Выразим это в виде формулы 


1 Р 1 
<? = Рав Е Г -- ... ЕР». о (142) 
Значение введенных таким образом величин Г,, состоит в том, что 
с - Ти, представляет собой тот поток индукции, который пронизывает 
контур тока № 1, когда в цепи тока №, течет ток Г, = 1, а все осталь- 
ные токи равны нулю. Очевидно, что 1», зависит только от взаим- 
ного расположения двух контуров тока 1 и Х. 
‚ Шаь называют коэффициентом взаимной‘ индукнии двух 
контуров г и Ё, еели +-ЕЁ. Г, называется коэффициентом 
самоиндукции 1-го контура. 


Самоинодукция и взаимная индукция 169 


Для каждого из т контуров мы можем образовать выражение, соот- 
ветствующее уравнению (142), так что в общем 


в 
1 
== У ТГ, (142а) 
К—1 
Подставляя (142а) в выражение для энергии, получим 
1 ъ т 
0ы=5- МУ 111. (142Ъ) 
#—1$—1 


Энергия поля есть однородная квадратичная форма отно- 
сительно сил тока. Это мы могли бы вывести уже из второго 
уравнения (1418) 


8 Ф, — то 
В самом деле, оттуда прямо следует 
90 
м 
ЗИ Г: 


Но по известной теореме Эйлера это уравнение выражает собой как 
‘раз то, что О, зависит от 1., Г, ..., Г, однородно квадратично. Но. 


(142а) позволяет еще, кроме того, сделать очень важное заключение: 
относительно симметрии коэффициентов взаимной индукции. А именно,. 


согласно (1428), 
0 1 
Та» те эт, (+ Ф) ; 


следовательно, соглаено (141а), также 


920 
таг, 
Но отсюда следует, что всегда справедливо соотношение симметрии 
ВАТЫ, (1495) 
С помощью этого результата преобразуем теперь выражение для 
силы 
90, 
ОИ 


_ даваемое уравнением (141Ъ), для случая, когда координата а, относится 
к первому контуру, и когда, слеловательно, при изменении а, все про- 
вода, за исключением первого, остаются `в покое. Тогда от а, будут 
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зависеть только те Г», у которых или ==1 или &==1. Таким образом 
из (1425) мы получаем прежде всего 


К—=п = 
о Р 1 \2дЁ а 
а да ПР м д 1. 


Если во втором слагаемом заменить индекс $ на №, то соотношение 
симметрии (1426) дает 


УГ. 
да: 
= - 
а, следовательно, по (142) 
1 9Ф, 


Сила „в направлении“ координаты а только мно- 
жителем т отличается от приращения, которое по- 


лучит поток индукции Ф, при движении в направле- 
нии а, если при этом все силы тока будут поддержи- 
ваться постоянными. Поясним этот результат на двух простых 
примерах: 

а) Сила, действующая на элемент 45 проводника, по которому 
течет ток. Положим, что элемент проводника 4$ может с помощью, 
например, скользящих контактов свободно двигаться в направлении г. 
При передвижении 45 на единичный вектор г, 4$ описывает поверх- 
ность [о 43]. Сквозь эту поверхность проходит поток индукции 


(В [го 48]) = (№ [48 В]). 
На эту величину увеличивается поток Ф,. Для составляющей пог 
<илы, действующей на элемент 43, уравнение (143) дает 


1 
К, = т Т, (го [48 В], 
и, следовательно, для самой силы выражение 


К = = [43 В], (1438) 


совпадающее с (134). 

Ъ) Вращательный момент, который действует на ълосвий кон- 
тур в однородном поле. Еели | есть плоскость, ограниченная контуром 
тока, «— угол между однородным полем В, и нормалью к плоскости, 
то Ф=Х-|Вь|- с03« есть часть индукции, зависящая от В,. Соглаено 
уравнению (143), контур иснытывает относительно оси, перпендику- 
лярной к полю, вращательный момент в направлении равный а, 


и 
№5 Пи -=Ы— я Во зв а. ! 
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При отсутствии магчитных веществ В, тождественно с Н.. Тогда 2, 
совпадает с вращательным моментом, который действовал бы на маг- 


1 
нитную стрелку момента ® = в Этого результата нужно было ожи- 


дать на основании эквивалентности токов и магнитных листков (ср. 5 48). 

$ 57. Вычисление коэффициентов индукции для некоторых част- 
ных случаев. В $ 55 и 56 мы считали, что № произвольно меняется 
от места к месту. Если теперь область, заполненная магнитным полем, 
всюду обладает одинаковой проницаемостью, то мы можем указать 
общую формулу для коэффициента взаимной индукции Г. двух конту- 
ров 1 и 2. Г/5[, определяется как разделенный на с поток индукции, 
который посылается током [5, идущим во втором контуре, через первый 
контур. Если обозначить через 43, линейный элемент первого контура 
и соответственно через 48, — элемент второго контура, то, воглаено 
(136Ъ), 


1 
Таз = х: ф (А 43,), 


где А означает векторный потенциал, создаваемый током 2 в месте 48, . 
Но для него мы уже раньше нашли [ср., например, (118а)] значение 


д и 43 - 
с Га 
(аз, а 
„-® ФФ ее. (144) 


Для вычисления коэффициента взаимной индукции надо каждый 
линейный элемент одного контура скалярно перемножить с каждым 
элементом другого контура, произведение разделить на расстояние 
межлу обоими элементами и просуммировать по обоим контурам. 

Условие симметрии Г. = Г», очевидно, соблюдено. 

Для примера рассмотрим практически важный случай двух 
параллельных, коаксиальных круговых токов. 

Пусть а, и а. — радиусы окружностей и 2— их расстояние по 
нормали к их плоскостям. Для вычисления выберем два линейных 
элемента 4$, и 4$, которые повернуты друг относительно друга на 
угол $. Их взаимное расстояние будет 


#13 = У а, -Ра52 -- 22 — 24а, в083; 
их скалярное произведение равняется 
(48, 435) = 4$, 4$. с03 3. 


Еели произвести интегрирование (144) сначала по второму кон- 
туру, то, в силу о имеем 


у ° с05 8 455 а, с05 8 48 
481 ыы = = 05. кт 
715 уе -- 45? — 24. а 059 ^ 


так что мы получаем 
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Интегрирование по р контуру дает просто и 4$; = Эта., так что 


мы получаем 
2к 


т 2% |’ 6400589 
вит 2 аз а,2— 294.4. 038. 


Чтобы привести этот интеграл к эллиптическим интегралам, для которых 
существует таблица, положим 


№ — О В 


И 


Тогда 
603 $ = — 60320 =2 $12 Ф—1 


по = У 2 а? а, — 4а, а. зто -- дана, = 
—=У2- (а. а, Ут—№® зо 


Таким образом получаем: 


® 


2 
Чть = 2818 ф—1 
Т = ‘ а, 4 Е У 
12 о у 172 У1— зе 


В силу тождества 


10 ая! и о 
Е. = ры 697 тия | 


У 1—2 52о У1— 29 
получается, следовательно, 
Ч чу [| [2 2 : 
п-т Увы (+-Р)к-т =]. (145) 


В уравнении о 


2 
Е ве -. = и Е | 42 Ут? (145а) 
— 12 512 : 


представляют собой полные эллиптические интегралы первого и вто- 
рого вида, значения которых при данном # можно взять из таблиц. 
Определим еще приближенное значение (145) для случая, когда 
самое малое расстояние $ между окружностями мало 
по сравиению с их диаметром. Мы полагаем, следовазельно, 


14. —а |< и 2<а.. 
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Тогда & становится весьма близким к 1, и мы получаем для ЕЁ при- 
г 


ближенное значение Г 603$ 42 =1. К, наоборот, при # =1 стало бы 


0 
бесконечным. Чтобы вычислить его для #21, заменим прежде всего $ 


п 
на ——©Ф и разложим К на два слагаемых: 


2 
хе з 
о 
: У1— соо у У1— 20032 
где Фо выберем так, что 
1—^2 << < 1. 


Тогда в первом приближении в первом слагаемом можно заменить с03? ф 
первыми членами его разложения 1 —$?. Во втором слагаемом можно, 
‘наоборот, просто заменить 1? на 1; тогда получим 


к 


Фо 
4% 4$ 
И Е 145Ъ 
а 
0 Фо 
Положим еще 
т Е: _ @—а}-Е2 _ - 
т брытря а) 0 


где 6 означает кратчайшее расстояние окружностей, а 2а— их (почти 
совпадающий) диаметр. В первом интеграле остающийся еще при 92 
множитель #? можно также положить равным од. Тогда элемен- 
тарное интегрирование дает 


кри —в(«*). 


В силу 2 Фо? и Фу < 1, отеюда получается 


т 


Вы 


4 8а 


Если мы положим еще в (145) Ё также равным единице, то коэффи- - 
циент взаимной индукции двух коаксиальных окружностей с почти 
одинаковым радиусом а, с наикратчайшим расстоянием 9, малым по 
сравнению с а, получается равным 


ее с а [= на 2}. (1454) 


Ь 
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Применим этот результат к вычислению самоиндукции кр уго- 
вого провода с радиусом сечения г и радиусом 
круга А, предполагая при этом х< И. При этом проводник 
нельзя уже считать линейным, так как тогда магнитная энергия поля 
при конечном токе стала бы бесконечно болыной. Мы будем поэтому 
исходить из более общего уравнения (142Ъ), которое для случая одного 
вонтура в поле будет иметь вид 


1 1 
ий В 0: 
= | | [вн 5 Ш 


Разделим область интегрирования на две. Первая, внешняя область 
пусть включает в себя все пространства за исключением .провода; 
пусть она обозначается индексом а. Вторая, внутренняя область (индекс 1) 
соответствует пространству, заполненному самим проводом. В этих 
двух областях проницаемости (2, и №) могут быть различны. Соот- 
ветственно этому представим также и 


-С=Г,-Н 1 


в виде суммы внешней и внутренней самоиндукции. 


. а 2 рам 
зе | | [вн = в.в И 5 ДГ вн = Ти. (146) 


Наше предположение х < А позволит пользоваться следующим прибли- 
женным способом: во внешней области мы будем производить вычисле- 
ние так, как если бы ток Г концентрировался на оси провода, внутри 
провода мы предполагаем поле таким, каким оно было бы в прямо- 
линейном бесконечно длинном проводе. 

Для вычисления Г, по формуле (146) заменим действие тока ТГ 
действием магнитного двойного елоя, ограниченного этим током; мёг- 
нитный потенциал Ф„, создаваемый этим слоем, претерпевает при про- 


р ат ь 
хождении через слой скачок, равный а Теорема Гаусса дает 


в этом случае 


ь == / | вне. [ [в.а 


я : \ 
т. й | В, а{ есть разделенный на с поток индукции, посылаемый 


линейным круговым током Г радиуса В через поверхность круга 
радиуса В —. Следовательно, 


1 | 
[Г вьи= тт 


где Г, совпадает с величиной Т.., даваемой (1454), если ваменить 
в ней а на В и В на т: 


те} 8 
ыы. [5—2] (146а) 
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Внутри провода на расстоянии у от оси ноле дается формулой 
21 
|Н |= 


й 
1 ст? у. 
А, следовательно, энергия, приходящаяся на единицу длины, будет 


5. 
Ро По Е И 
Ва Дл 2ку4у= а 
0 


Умножая на длину провода 2=В, получим отсюда согласно уравне- 


нию (146), . 1.12, и тем самым 
р: (146) 


Таким образом, весь коэффициент самоиндукции нашего кольцевого 
провода будет 


рен, Не ИЯ «(в >). @46е) 
В частности при немагнитном материале (м =, ==1) 


4«В |, ЗЕ... 
р [ы А г}. (1464) 


Рассмотрим следующий численный пример: В =5 см; х=0,5 мл. 


Тогда п г — 1 800 = 6,68; следовательно, 


Де (об --абв нь. } [5 |. (146е) 


Если бы провод был сделан из ферромагнитного материала и окружен 
воздухом, то в, 2500, в, =1. В этом случае Г, >>> [,; энергия поля 
концентрировалась бы главным образом внутри провода. Напротив, 
при немагнитном материале (2; =р,==1) внутри провода находится 
только 5°/, энергии. 

Вышеуказанное подразделение Г, на Г, и Т,, имеет физическое 
значение, когла мы имеем дело с высокочастотными колебаниями. 
В этом случае плотность тока распределяется по сечению провода 
неравномерно, как это мы выше предполагали при вычислении Г,. 
Рассматриваемый в $ 66 скин-эффект приводит к тому, что ток про- 
ходит главным образом по поверхности провода, и что точно так же 
и поле стягивается в тонкий поверхностный слой. Следствием этого 
является уменьшение 7). Что касается Г/,, то оно этим явлением 
почти не изменяется. Поэтому, для достаточно быстрых колебаний Г, 
становится равно нулю, и т т 

Значительно проще вычисление Г, для длинной катушки, 
согнутой в кольцо, ‘при диаметре кольца А и поперечном сечений 
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ы 


` 


катушки 4. Пусть ® — полное число витков, и |» — проницаемость сер- 
дечника катушки. Тогда внутри катушки 


ЖАНА 


следовательно, 


в _ь 2 
8% т 0241 


‘ 
з, 


Умножение на объем 92^А пространства, заполненного полем, дает 


1 ыи? 4 
ое = 2. 
о ТТ т Д% 


следовательно, 


ма [см 
= [+ |. (1466) 

Если в формулах (145) и (146) мы хотим выразить Г 
в генри, то нужно численное значение, получаемое из 
этих формул, умножить на 9. 10''. 

Соответственно этому из формул $ 26 получаются значения емко- 
сти в фарадах, если разделить результат па 9. ея 

$ 58. Цень тока с сопротивлением и самоиндукцией. Рассмотрим 
опять некоторое число замкнутых проводников с омическими сопроти- 
влениями В,, сторонними электродвижущими силами Е,°) и потоками 
индукции Ф,. Тогда изменение сил тока во времени дается общим 
выражением 

1 аФ 
Вы, =— — = НИ 


Если соблюдены особые условия 6$ 55, т. е. если проницаемость № 
всюду является характерной для данного вещества 
константой, независящей от Н, то Ф, есть линейная 
функция сил тока, а потому, согласно (142), 


Кроме того, в случае покоящихся контуров` коэффициенты 
индукции Г,, являются постоянными. Тогда закон индукции дает 
уравнений > 


} 


" 1 
т, В,-- УТ, г о Ча (147) 


У =1 


Цепь това с сопротивлением и самоиндукцией УИ 


или в более распространенном виде: 


ат, Е 
Т В, Та! ы и. те ее ‚ЕС, == В, 


Г, м (@) 
В № а :. Ю-|.. а: =. "=, 2 


ат 
Имеем » уравнений относительно % производных —^. Следовательно, 


4 

если даны значения Г, и Жо для момента времени # то при помощи 
(147) определяются вначения 1, для момента #-- 4. Значит, (147) 
определяет весь ход во времени, если только сторонние силы Е,® 
известны как функции времени. 

Рассмотрим ближе зависимость тока от времени для некоторых 
случаев. 

Цепь одного тока при отсутствии сторонней силы. 
Тогда мы имеем только одно уравнение с Е ® — 0: 


и 
ТВ--Г Е =; 
общее решение которого будет 
$ 
а СЯ (148) 
, В 
Ток, существующий в момент времени нуль, падает экспоненциально 
таким образом, что но прошествии времени я он уменьшается 
ве раз. 


Цепь тока с периодической сторонней силой Е® = 
== №0605 (В — амплитуда, ®-—- круговая частота приложенного 
переменного напряжения). Тогда 


ТВ--Г — = Ё 60$ ®. (148а,) 


“Частное решение этого неоднородного уравнения мы найдем, положив 
Т == [о 60$ (& — 3). (148Ъ) 


Тем самым (148&) переходит в 
608 «4 {1 [В возо-- Г зш $] — Е} -- по Го { Взтф — оГ, с03о} = 0. 
Это уравнение должно выполняться в любой момент. Поэтому мно- 
° жители при соз®Ё и т «{ должны равняться нулю. Отсюда для 0 иФ 
° получаем два уравнения, решение которых дает: 


1. У о Е и ще. (1480) 


12 Абратам-Беккор. — Теория электр. 
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У А*-Г «2Т2 называется кажущимся сопротивлением, фх — разностью 
фаз в нашей цепи. 

$ 59. Векторная диаграмма. Вычисление величин переменного 
тока становится короче и нагляднее, если пользоваться комплексными 
выражениями и графическим представлением. Мы иллюстрируем это 
на только что рассмотренном простом примере. 

Векторная диаграмма. Представим величины переменного 
тока в виде векторов в комплексной плоскости. Так, например, перемен- 
пое напряжение Е0е“' представляется вектором, длина которого Е°, 
и который образует е действительной осью угол ®ё. Конечная точка 
этого вектора в течение периода описывает вокруг нулевой точки 
окружность. Проекция этого вектора ОА на действительную ось в ка- 
ждый момент дает вещественное значение напряжения. 


Рис. 46. Комплексное изо- Рис. 41. Векторная диаграмма 
бражение переменного тока. для цепи тока с вопротивле- 
нием К и самоиндукцией Г. 


Для вычислений © такими комплексными векторами действуют сле- 
дующие правила: сложить две величины Ас“ и Бе? значит найти 
геометрическую сумму соответствующих векторов (параллелограмм). 
Умножить величину 46” на Ве значит повернуть в положительном 
направлении (т. е. против часовой стрелки) первую величину на угол В 

РИ 


и умножить ее длину на В. Умножекие на мнимую единицу = * 
означает положительный поворот на 90°. 

Дифференцирование по { при процессах с циклической частотой ® 
равнозначно умножению на в, так что наше уравнение переменного 
тока 

а1 


ВГ-Е Г, т Е 
переходит в простое векторное уравнение 
ЕТ- 4511 = Е, 


которое связывает комплексные векторы Г и Е вледующим образом: 

пусть для произвольного значения 1 (рие. 47) ОА равняется ВГ. Тогда 

вектор 25.1,/ перпендикулярен к вектору 21 (отрезок О -—+ В). Из обоих 

векторов геометрическим сложением получается Е = 0-0. Если пред- 

ставить себе всю фигуру вращающейся как неизменное целое вокруг 
< 
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нулевой точки с циклической частотой ®, то проекции О + Аи О-»С 
на вещественную 0сь (или также на мнимую ось) в каждый момент 
времени дают значения тока и напряжения. Уравнения (1486) для 
кажущегося сопротивления и разности фаз можно непосредственно 
получить из рис. 47. 

Мощность сторонних э. д. с. в каждый момент будет 


ЕТ — 09 [060$ ®{ 60$ (в -- Ф) = 5 ЕГО [с03Ф -- с0$ (2% -- $]]. 
Средняя мощность за один период будет, следовательно, 
ЕТ == 5 Е 910603 $, 
т. е. равна половине скалярного произведения векторов Е и Г. 
Совершенно равнозначное выражение для средней мощности полу- 


чается непосредственно из положенного в основу вещественного диффе- 
ренциального уравнения 


ВЕ Е, 
а& именно 
ь т та Ей В 4 (12) 
Е = ВВ Ч. 


При процессах, периодических во времени (например, переменный 
ток), последнее слагаемое в среднем равно нулю, так что 


вр. 


Средняя мощность переменного тока тождественно равна выделяемому 
Джоулеву теплу. 

Эта теорема справедлива, впрочем, также в случае гораздо более 
общего уравнения (147). Именно, если каждое из уравнений (147) 
помножить на /[, и все их сложить, то в силу Г, = Г, для процессов, 
периодических во времени, получится 


в п 
Утв, = У Е. 
К =1 


%=1 


Если умножить уравнение (148а) не на Г, а на —. то при обра- 


зовании среднего значения во времени получают 


12* 


Г - 
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Но здесь справа стоит амплитуда магнитной энергии поля, умноженная 
на ©. В электротехнике переменного тока называют величину 


—@) ах 
Е] = 5 6010 005$ 
эффективной мощностью; величину 
1 29.41 ей 
@ Ге 


наоборот, безваттной мощностью. 

- $ 60. Два контура (трансформатор). Два контура, в одном 
из которых действует периодическая Е, (трансформатор). В этом слу- 
чае (142) будет иметь вид 


ат 
ВВ, Ть- = Е® 


а1 ат. 
ГВ -- т + 2 та о 


$ 
Эту систему при переменном напряжении Е® = Е0е“”* можно решить 
аналогично только что разобранному случаю, полагая для этого 


— то) _ то, (6+9) 
1, =11% пи = 10 . 


Мы ограничимся непосредственным 
г рассмотрением вопроса, для случая идеаль- 
ного трансформатора с чисто омической 
нагрузкой. Он характеризуется исчезающе 
малым сопротивлением в первичной 0б- 
мотке (В << ®[4!) и идеальной связью 
между первичной и вторичной цепями. 
Последнее имеет место тогда, когда все линии индукции, пронизываю- 
щие олин контур, проходят также и через другой. Это достигается 
с достаточным приближением тем, что обе цепи наматываются на один 
и тот же замкнутый железный сердечник, в котором тогда сосредсто- 
чиваются почти все линии индукции. Если обозначить через Ф поток 
индукции в этом железном сердечнике, через ®, и п,-——число витков 
первичной и вторичной обмотки, то Ф.», и, соответотвенно, Ф. п) суть 


потоки индукции, пронизывающие наши обе обмотки. При В, = 0 имевм, 
следовательно, 


Рис. 48. Схема трансформатора. 


Отсюда следует прежде всего выражение 


Т.В, ==" И® 
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для действующего во вторичной обмотке напряжения. Но из первого 
уравнения сразу же видно, что поток индукции Ф определяется только 


первичным напряжением Е® (не зависит от нагрузки): 
кое 
3%. Ф— Е®, 
с 
С другой стороны, сила матнитного поля, а потому и поток в железном 
сердечнике в каждый момент пропорциональны сумме 1, -- ®15. 
Г, - п,То —- Ф, 


где А есть некоторая вещественная постоянная трансформатора. Отсюда 
получается векторная диаграмма идеального трансформатора, изобра- 
женная на рис. 49: вектор Ё первичного напряжения, запаздывающий 


+А 


Рис. 49. Векторная Рис. 50. Цепь тока с сопро- 
днаграмма идеально- тивлением, самоиндукцией 
го трансформатора. и емкостью. 


на 90” вектор АФ и запаздывающий относительно последнего вектора 
еще на 90°” вектор 15. Тогда вектор ®,1[, первичного тока получается 
как геометрическая разность АФ — и./.. При умевьшающемся А, (расту- 
щая нагрузка трансформатора) *,1, поворачивается из направления #Ф 
в положительном направлении, при соответствующем возрастании эффек- 
тивной мощности в первой цепи. Безвалтная мощность последнего, на- 
оборот, не завиеит от В.. 

$ 61. Цень тока с самоиндукцией, емкостью и ‘сопротивлением. 
Раз в цепь тока включен конденсалор, у тока появляются источники, 
так как обкладки конденсатора представляют собой: одна — источник, 
другая — сток линий тока. Поэтому при вычислении магнитного поля 
принципиально нужно было бы наряду с током проводимости } вводить 


а 
в рассмотрение также ток смещения 9. Однако, пока расстояние 
т 


между пластинками конденсатора мало, можно пренебречь влиянием 
тока смещения на магнитную энергию поля по сравнению с влиянием, 
оказываемым током проводимости. Как мы увидим дальше, следетвием 
_ такого пренебрежения при применении закона индукции является не- 
, которая, — правда практически маловажга,—сомнительность результата. 
’ Расемотрим (рис. 50) последовательное включение омичеекого сопроти- 
вления А, емкости С’и самоивдукции Г при действии переменного 
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напряжения Ё, которое пусть включено между точками А и Р. Вычи- 
слим интеграл напряжения на пути АВГСОЕКА, который от А до С 
и от С до Ё проходит по проводу и конденсалору, а от А до А (между 
питающими проводами) — в диэлектрике. 

Если обозначить через ф разность потенциалов между обкладками 
конденсатора, то мы получим для ‘указанного интеграла значение 
ВТ-- 9 — Е. Но охватываемый нашим контуром поток индукции зависит, 
очевидно, от того, в каком месте конденсатора мы пойдем при инте- 
грировании. 

Полагая, таким образом 

ВГ-+Ф— Е = =. 


и рассматривая Г, как постоянную, мы пренебрегаем влиянием магнит- 
ного поля, находящегося между обкладками конденсалора. 

Далее, ток [ равен изменению заряда конденсатора во времени. 
Следовательно, если С’означает емкость конденсалора, то 


(8) 


(149) 


4% 
—=(—. 
Т Е (149а,) 
ИА 
ОС «с `` Поэтому при переменном токе частоты « 
Т=ю®С 9; 
Е следовательно, Е 
Рис. 51. Векторная диа- ВТ М — г У, 
грамма к системе рис. 50. «(7 


Это и есть нужная нам связь между Е и [; она предотавлена 
в векторной диаграмме (рис. 51). 
Кажущееся сопротивление нашей схемы будет 


1 
Оно имеет при «3 = ТС Минимум, который при малых значениях А 


выражен очень резко. Поэтому если приложенное напряжение Ё является 
результатом наложения всевозможных периодов, то ток главным обра- 
зом будет содержать только те периоды, которые близки собственной. 


1 
о и периодом собственного колебания цепи тока. 
Электрические собственные колебания. Кели точки А 
и К’ соединить накоротко проводом, то Е становится равной нулю, 
и наши уравнения (149) и (149&) дадут >. 


ВГ-Ф рег и 


частоте 


Мы имеем здесь перед собой резонанс между периодом 
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Исключая ©, имеем 
в а1 


Зы НЕ р а + бт 21 
Заметим, при этом, что уравнение, выведенное здесь из закона индук- 
ции, легко можно получить непосредственно из закона сохранения 
энергии. В самом деле, в любой момент времени полная энергия поля ( 
дается выражением 


0-0, +0, = О-о 11. 


=0. ‚ (50) 


Так как внешние электродвижущие силы не действуют, то падение И 
всегда должно равняться выделенному Джоулеву теплу, т. е. 


ап ао ат 
Е „= — Е ВВ 5 
В? = т Со т УИ аг* (150а) 


45 
В виду С Е —/ это уравнение непосредственно переходит в выше- 


указанное. 
Общее решение уравнения (150) будет (с двумя поетоянными инте- 


грирования с; и с.) 


ее сое 


При этом 
ва и НЕЕ 
, ге Уи 2 С° 
Оно дает: 
периодический разряд, если < т 


апериодический разряд, если ый >> : 
р разряд, 5т ^Убг: 
Если обозначить для сокращения 


В 1 


= вы. `` УОТ: (1505) 


20 
то в случае периодического разряда 
Т= Ав т (У 9—8 4-5} 
при апериодическом разряде наоборот 
те О: ее 


Особенно важны ‘для применений слабо затухающие колебания. Они 
имеют место тогда, когда 6 настолько мало по сравнению с ®%» что 
можно пренебрегать 5? по сравнению © ®.?. Тогда имеем 


Т= Ае "зт (®«Ё- 5). 
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Продолжительность одного колебания равна 
2* я 
== 2*И ТО. 
“0 


Логарифмический декремент /) есть логарифм отношения 
амплитуд двух друг за другом следующих колебаний; следовалельно, 


р=1 т тт 8 В и - (1506) 
— —— = = И — =т ее | С 

: ее Фо Т = 
> =5% указывает число колебаний, по прошествии которых ампли- 


туда уменьшается ве раз. 

В качестве численного примера рассмотрим лейденскую банку 
радиуса 5 см, с толщиной стенок 0,2 см и высотой в 20 см; по фор- 
муле для плоского конденсатора 

Е 
4та 


получаем, при г==5 (стекло), 
Е=2*.5.20-х-25 см? 


б-п-225 1400 
= о-в — 1400 см= 9.10: фарад. 


В качестве замыкающего провода возьмем обыкновенную медную согну- 

тую в кольцо проволоку; размеры пусть будут те же, которые были 

в уравнении (146е); 2 = 10 см, 4=0,1 см. Самоиндукция Г, провода, 
соглаено (146е), будет 

3 

= - 4,98 =344. 107 т —344.10-®.9.109 тенри. 


Для сопротивления В проволоки возьмем сначала обычное омическое 
сопротивление 


СЫ 0 бы - 10° ом. 
я 17.10 0м=6,8.10`0и 


Тогда соглаено (150Ъ) 


т В 258 з —1 
$ = =. 10 сек. 


С 
Этой частоте соответетвовала бы длина волны м ЗО 

0 
Число колебаний до того момента, когда амплитуда становится ве раз 


меньше, было бы г —2100. Еели возбуждать колебания при помощи 
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разряд» через искровой промежуток, то во всяком случае нужно ожи- 
дать большего залухания вследствие увеличения В сопротивлением 
искрового промежутка. 

Но и без искрового промежутка мы в действительности должны 
ожидать значительно более высокого значения В в силу сосредоточе- 
ния тока в поверхностном слое, которое мы будем рассматривать 
в $ 66. При таких обстоятельствах при вычислении И нельзя уже 
подставлять полное поперечное сечение провода, а нужно пользоваться 
сечением слоя у поверхности провода, заполненного током; толщина 
последнего в свою очередь является функцией частоты «у. 

Но даже и при этой поправке наше вычисление затухания содер- 
жит одну принципиально в высшей степени важную неточность, 
‚которая, правда, мало сказывается в нашем численном примере. 
В нашем колебательном контуре электрический ток начинается и кон- 
чается на обкладках лейденской банки. Последние представляют собой 
сток и источник электрического тока. Вопреки этому до сих пор мы 
во всех. наших рассуждениях относительно магнитного поля клали 
в основу уравнение для постоянных токов 


ген АЗ, 


которое, очевидно, теряет смысл, когда 1 в каком-нибудь месте 
отлично от нуля. В самом деле, @1угоё Н веюду тождественно равно 
нулю. При выводе уравнения (149) мы пренебрегли, следовательно, 
тем обстоятельством, что ток проводимости прерывается диэлектриком 
конденсатора. При строгом выводе нужно было бы принять во внима- 


1 : 
ние как раз дополнение чо тока проводимости до Максвелловского 


у бе 
полного тока Е В, не имеющего уже нигде источников. Мы 


рассмотрим подробнее практическое влияние этого члена несколько 
лозднее. Он дает характеризуемое вектором Пойнтинга № излучение 
энергии в форме электромагнитных волн. В энергетическом уравнении 
(150&) мы принимали во внимание в качестве единственной формы 
энергии, в которую преобразуется энергия поля, Джоулево тепло В. 
Наряду с термической мощностью поля имеет, следователено, место 
еще мощноеть излучения, которая при периодических процессах в вред- 
нем точно также пропорциональна 1{? и поэтому может быть предсета- 
влена членом А, : 12. Множитель В, называется тогда „сопротивлением 
излучения“. Таким образом, для затухания важна сумма В-- В, оми- 
ческого сопротивления и сопротивления излучения. Если мы при 
нашем рассмотрении разряда конденсатора могли безнаказанно пре- 
цебрегать током смещения и излучением, то мы обязаны этим тому 
обетоятольству, что, во-первых, расстояние между. обкладками конден- 
сатора исчезающе мало по сравнению с размерами замыкающей цепи, 
и что, во-вторых, размеры конденсатора малы по сравнению с длиной 
волны волнового излучения, соответетвующего его собственной частоте. 
Только вследствие этих двух обстоятельств мы не допускаем слишком 
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большой ошибки, когда рассматриваем ток в проволоке как квазиста- 
ционарный, т. е. принимаем, что в любой данный момент через каждое 
сочение проволоки протекает одинаковый ток. При увеличении рас- 
стояний между обкладками конденсатора его емкость может стать на- 
столько малой, что наряду с ней становится заметной емкость прово- 
дов. Но тогда мы должны принимать во внимание и те источники 
и стоки тока, которые распределены по всему проводу, так что в раз- 
личных местах [ наверное будет иметь различные значения. С другой 
стороны, если размеры замыкающей цепи — порядка длины волны, то 
следетвием конечной скорости распространения является сдвиг фаз 
токов в различных частях цепи друг относительно друга. Мы позна- 
комимея с этим явлением поближе при рассмотрении волн в проводах 
и волн Герца. 
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$ 62. Плоские волны в однородном изотронном диэлектрике. 
В этой главе мы переходим к рассмотрению таких электромагнитных 
полей, которые быстро меняются во времени и пространстве, — в част- 
ности, займемся рассмотрением электромагнитных волн. В этом елучае 
нельзя считать ток квазистационарным. В основу математической тео- 
рии электрических волн нужно положить дифференциальные уравнения 
поля для покоящихся тел ($ 52). 

Рассмотрим сначала однородный изотропный диэлектрик; он свобо- 
ден от сторонних сил, е и в суть константы, с равняется нулю. 


Уравнения поля $ 52 в этом случае дают 


< т = 10$ Н, (151а) 
Е г О ов; (1515) 


так как № является постоянной, 
Фу Н ==0. (1516) 


К этим уравнениям МЫ придем, если исключим истинные заряды 
внутри изолятора 
@Е = 0. (1519) 


Этой системой уравнений определяется распространение элеклро- 
магнитных волн в диэлектрике. 

Из нее легко можно исключить один из векторов В или Н. Чтобы 
исключить Ш, нужно взять вихрь от первого уравнения, второе урав- 


е 
пение продифференцировать по &, умножить на множитель -_ и оло- 
вить © первым. Тогда получается 

а» 0?Н 


РТ де == гоб го Н. 
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Если принять во внимание (1516), то, согласно правилу вычисле- 
ния (95), это уравнение переходит в 


92Н 
= —5в-= АН. (151е) 


С другой стороны, можно также исключить Н, умножая для этого 


(151а) на № и дифференцируя по $, беря затем вихрь от (151) и вы- 
6 р ру р 


читая полученное уравнение из первого. Тогда получается 


Оба вектора ® и Н удовлетворяют, следовательно, одному и тому же 
дифференциальному уравнению. Для полей, не изменяющихся во вре- 
мени, это уравнение переходит в лифференциальное уравнение Лапласа. 

Будем искать теперь такие частные решения уравнений поля, кото- 
рые соответствуют серии плоских однородных волн. 

Серию волн называют плоской, если в поле можно провести рях 
параллельных плоскостей таким образом, что вдоль каждой такой ило- 
скости электрическая и магнитная сила поля не меняется ви но вели- 
чине, ни по направлению; эти плоскости называют плоскостями 
волн, направление их нормали — нормалью волны. Отложим ось 
вдоль нормали волны, так что плоскости волн становятся при этом 
параллельными плоскости (2). Так как вдоль плоскостей Ви Н 
должны быть постоянными, то частные производные по у и г прона- 
дают, и уравнения поля будут: 


ео, 0 (1525) 


Согласно (152Ъ) и первому из уравнений (152а), продольные соста- 
‹вляющие #, и Н, являются постоянными как во времени, так и в про- 
странстве. Еели бы они были отличны от нуля, то можно было бы 
говорить только о статическом поле, накладывающемся на волновое 
поле. Но такое статическое поле не имеет никакого влияния на рас- 
проетранение волн и не реианица здесь никакого интереса. Мы 
положим поэтому 


Е, = И. —0. 
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Заметим, что четыре последних из уравнений (152а), которые еще 
нужно удовлетворить, связывают составляющие друг © другом попарно: 
© одной стороны Е,, Н,, с другой стороны ®., Н,. Мы можем поэ- 
тому обе пары рассматривать раздельно. Исключая Е, Н, из уравнений 


р о 152 
В +, С 


получаем уравнения 
=, 0Е, 90°, 


я в бр, р. 
г, ФН, @Н, 
еб = ба. и. 


Они следуют непосредственно из (151е, №), если, в согласии © пред- 
положением, что волны—однородные и плоские, зачеркнуть производные 
по 1) и 2. Эти частные дифференциальные уравнения известны из 
теории колебаний струны. Напишем общее решение (1524) в виде 


Е, = Г(#— 0-9 (&- и, _ 58) 
где 


#0 — 


= (153а) 

Уз 

и [ид представляют собой любые функции аргументов х— ии х-|- #1. 
Тогда уравнения (1526) удовлетворяются при 


Во И! {1(&—ш) —9(а- и}. (153в) 
Произвольные функции 


(а— и) и 9(а-— и) 


прелставляют волны, которые распространяются в направлении поло- 
жительной и, соответственно, отрицалельной 4 оси. 

Мы ограничимся рассмотрением только того частного решения, 
которое дается функцией 


(2—4). 


Вид этой функции { определяется кривой волны в момент #==0. 
Эта кривая волвы распространяется неискаженной со скоростью и. ° 
Скорость илеской электроматнитной волны не зависит, следовательно, 
от формы и длины волны. В пустоте, для которой Гауссова система 
единиц полагает 


А 
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скорость дается, соглаено (153а), универсальной постоянной с, значение 
которой, найденное путем сравнения электростатических и электро- 
магнитных единии, будет ($ 54) 


6=3. 1010 см[бех. 


Это число совпадает со скоростью света в пустоте. Мы видим, следо- 
вательно, что в пустоте скорость плоских электромагнит- 
ных волн равна скорости света с. 

Световым и электромагнитным волнам присуща не только общая 
скорость. Электромагнитные волны так же, как и све- 
товые, суть волны поперечные. В самом деле, мы на- 
или, что ни Е ни Н не могут иметь периодически изменяющейся 
продольной составляющей. Оба вектора перпендикулярны к норма- 
лям волн. Поэтому в пустоте электромагнитные и световые волны 
обнаруживают совершенно аналогичное поведение. 

Именно эти следствия из уравнений Максвелла приволи его 
к созданию электромагнитной теории света. Электро- 
магнитная теория света рассматривает световые и тепловые лучи 
как электромагнитные волны. Она превосходит старую механическую 
теорию света тем, что позволяет вычислить значение скорости рас- 
пространения из чисто электрических измерений, и тем, что с самого 
начала допускает только поперечные плоские волны света. Старая 
теория, которая рассматривала свет как волновое движение упругой 
среды, могла лишь с трудом объяснить отсутствие продольных свето- 
вых волн. Электромагнитная теория света вообще 
исключает существование продольных световых 
волн. 

Если свет действительно представляет собой 
электромагнитный процесс, то все оптические свой- 
ства материи должны полностью определяться ее 
электрическими постоянными. Действительно, как мы 
сейчас увидим, из теории Максвелла следует, что оптический 
показатель преломления существенно определяется диэлектрической 
постоянной, а поглощательная способность — электропроводностью. 
Эти количественные предсказания теории согласуются с опытом 
только при достаточно длинных волнах (инфракрасные волны, волны 
Герца). Эдесь дополнение вносится электронной теорией, которая 
показывает, что благодаря инерции электронов электрическую поля- 
ризацию нужно расематривать как динамический процессе, при кото- 
ром решающую роль играет частота падающей световой волны. 
Только при таком дополнении (зависимость е и с от частоты) 
Максвеллова теория свэта может даль исчерпывающее описание 
оптических явлений. 

В диэлектрических телах, у которых диэлектрическая постоянная и 
магнитная проницаемость отличны от 1, скорость электромагнит- 
ных волн дается (153а). Поэтому показатель преломления диэлек- 
трика в общем случае равен 


с — 
== У ==. (1536) 
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В частности, для случая, когда и==1, получается так называемое 
„соотношение Максвелла“ 


а. (1534) 


У иволяторов, которые не являются ни парамаг- 
нитными, ни диамагнитными, диэлектрическая посто- 
янная должна, согласно электромагнитной теории 
света, равняться квадрату оптического показателя 
преломления. Экспериментальное испытание этого вывода позволяет 
судить с точки зрения электромагнитной теории света, насколько пра- 
вильно уравнения поля описывают диэлектрическое поведение тел по 
отношению к этим очень быстрым электрическим колебаниям. Ведь, ках 
было изложено в 8 52, уравнения поля для изоляторов получились из 
общих основных уравнений (Т) до (1У) благодаря тому, что соотноше- 


ние (1У) ф 
Ю=е 


было перенесено с электростатических полей на произвольно быстро 
меняющиеся поля. Справедливость соотношения Максвелла (1534) 
есть пробный камень для правильности этого допущения. 

Для многих газов, как, например, для Н» СО,, №, О.» воотноше- 
ние (1534) выполняется сносно даже в видимой области. Оно пере- 
стает быть верным для таких газов (НС, МН,), относительно 
которых мы по их химическим свойствам могли бы ожидать, что они 
состоят из двух ионов противоположного внака, связанных Кулонов- 
ским притяжением (дипольные газы). У таких газов инерция при 
поляризации переменным полем световой волны должна, конечно, ска- 
зываться гораздо сильнее, чем у газов, названных ранее, так как 
в них могут двигаться исключительно электроны. Соотношение Макс- 
велла, как правило, перестает быть верным в области видимого 
света у таких тел, которые в инфракрасной части показывают изби- 
рательные области поглощения. Особенно отчетливо проявляется эта, 
особенность у воды (г==81, ®==1,33). 

На вопрос о том, чем определяется плоскость поляризации прямо- 
линейно поляризованного луча: вектором ли Е или Н, нельзя отве- 
тить на основе развитых до сих пор соображений. Однако, приме- 
нение электромагнитной тбории к кристаллам приводит к основным 
законам кристаллооптики, если оптическую анизотропию свести 
к диэлектрической и проводить плоскость поляризации через Н и 
нормаль волны. Законы отражения света у поверхностей прозрачных 
тел (этих закбнов мы не-будем здесь касаться), получаются из электро- 
магнитной теории света в соответствии с формулами Френеля, если 
плоскость поляризации прямолинейно поляризвованного луча принять 
нормальной к вектору Е. 

Вычиелим теперь энергию, которую переносит илоская электро- 
магнитная волна. 


ЕЮ, =/(2—\), Н,= и 1(2—\щ). 
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Согласно закону сохранения энергии (127) и (128), ежесекундный 
перенос энергии через 1 см? плоскости (2) дается вектором излу- 
чения В 


т, ©. 2х 
ея в] хе г 
8: = а Е, Н, = и та 


С другой стороны, плотность энергии и в нашем волновом поле 
даетея выражением 


1 
и 5 @-РыН) = /?. 


Принимая во внимание значение скорости распространения плоской 


с 
волны ю= ——, имеем, следовательно, 
ер. 
8. =иш, 


т. е. через 1 см? плоскости (42) за одну секунду проходит как раз 
та энергия, которая находится в цилиндре с сечением 1 и длиной 40. 

$ 63. Плоские волны в однородных проводниках. Если одно- 
родное изотронное тело, в котором распространяется электромагнит- 
ная волна, одновременно является проводником электричества, то 
уравнение (151а) нужно обобщить введением тока проводимости. 
Общие уравнения поля $ 52 дают здесь 


2 ОЕ 4т 
5: Е Г с В == го Н, (154а). 
А 
С Эр == 10 Е, (1545) 


и из отсутствия истинного магнетизма следует 
@УН =0. (1546) 


Уравнение (1514), которое выражает отсутетвие внутри однород- 
ного диэлектрика свободного электричества, остается справедливым. 
Чтобы убедиться в этом, образуем расхождение от (154а). Мы получим 
тогда 

ге д 4тс 
— —_ ам Е-- 9 Е=о0. 
себ т С 

Из этого уравнения мы уже в $ 44 вывели заключение, что объ- 
емная плотность свободного электричества в каждо! точке поля 
падает но закону 


и 
ЕЕ: == ее › —= 
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где 3 есть тах навываемое время релаксации. Затухание заданного 
через ро’ начального распределения свободного электричества совсем 
не зависит от электромагнитных возмущений, которые проникают 
снаружи внутрь однородного проводника. Если, например, предпо- 
ложить, что в момент {=0 поле внутри проводника было равно 
нулю, то и ро =0, и поэтому р’, плотность свободного электричества, 
длительно остается равной нулю. Из полученного таким образом 
уравнения 

@УЕ==0, (1544) 


и из (154а, Ъ, с) мы заключаем теперь, так же как в продыдущем 
параграфе, что внутри однородного проводника могут’ раепростра- 
няться только поперечные плоские электромагнитные волны. Так же, 
как и там, можно совершенно аналогичным образом исключить @ 
или Н. 

Это исключение дает для обоих векторов одинаковые дифферен- 
циальные уравнения 

2 

ИИ (154е) 
} 62 др 2 0 


2, 03 ‚ 4тоь 08 _ 
Е ын- р =АВ, (1547) 


которые заменяют теперь (151е, 1). 

Будем исследовать опять плоские однородные волны; отложим 
ось х вдоль направления распространения и разложим векторы Е и 
Н, падающие в плоскость волны, на их составляющие. Мы расома- 
триваем здесь только составляющие Е, Н„ которые, оптически 
говоря, характерны для прямолинейно поляризованной волны, и при- 
том поляризованной параллельно оси 2. Для Е, имеет тогда место 
дифференциальное уравнение в частных производных 


г» 9, 4то 0, 9, те 
2 0 2 @ 0%’ (1546) 
которое называют „телеграфным уравнением“. Обоснование 
этого названия ем. в $8 69. Тому же самому дифференциальному урав- 
нению должна удовлетворять также Н.. 

Для плоских волн, у которых направление нормали совпадает 
с осью 2, получаем из (154а, р) 


г ОИ, ыН 9, 
3 бе" 
ком, 
и 
Полагая 
$5 (+ 22. чо (+2 
Е, =а.е ( "). Н,=6.е ( ) 


у (55) 


я $ “ ме *. м г « С КА Ки, И 


. 
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из предыдущих уравнений получаем для амплитуд а и 6, а также и 
показателя, преломления р соотношения 


(ес -- 413) - а=1.®-р-6, 


во = р. @, 
откуда 


=. - 4. ^ (55а) 


Мы имеем, следовательно, комплексный показатель преломления 1, 
т. е. поглощение волны, и комплексное отношение амплитуд 


Ь 
ть это означает сдвиг ф а&зы магнитного вектора по отношению 


в фазе электрического вектора. 
Введем в (155а) период колебания < еветовой волны и ее 
длину волны в пустоте № по формуле 


и, кроме того, положим 
р=и— 4. (155Ъ) | 


Дли введенных таким образом постоянных данного вещества п и. 
х (1554) дает два уравнения 
с 1? — 2 =, 


2х == 2х. 


Решая их, получаем пля „показателя преломления“ % 


72 


ат (И сн 459%? -|-е) (1556) 


и лля „коэффициента поглощения“ х 


у? 


| 


> {У = 402 — з}. (1554) 


Наконец, если налисать р в виде 


р = Уз + и: 
то разно сл Ь ф аз 1 определяется уравнением: 


= - : (155е) 


13 Абрагам-Беккер. — Теория олектр. 


ЕЛИ 
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Если все это подетавить в (155), то для вещественной части т, и 
Н. получается 


2кх 
——-п 24 2х 
Е, =а-е № «оз = | 


Коэффициент поглощения х характеризуется, следовательно, тем, 
ы 2 
что по прохождении волной расстояния м амплитуды затухли в ее" 


раз. Это расстояние может поэтому также служить натлядной мерой 
для глубины проникания волны. 

Количественное рассмотрение этих уравнений у металлов вначи- 
тельно облегчается тем, что здесь обычно можно считать правильным 
соотношение 


205. (157) 


Для коротковолнового инфракрасного света — длины волны в, на- 
пример, — 


38.10%, 


С другой стороны, для меди с==5,14 . 101, так что здесь. 
2от = 3400. 


Что касается диэлектрической постоянной е металлов, то труд- 
ность здесь возникает прежде всего в том, что при ее определении 
обычные электростатические методы оказываются неприменимыми. 
Наоборот, можно определить = как раз путем применения уравнения 
(156) в их оптическому поведению. Хотя в этом отношении не суще- 
ствует совершенно однозначных опытов, все же можно сказать, что ни 
экснериментально, ни теоретически нельзя предполагать для е у метал- 
лов значений, отличных по своему порядку от значений у изоляторов. 
Еели это так, то в нашем численном примере соотношение (157) дей- 
ствительно выполняется. И оно выполняется, что особённо важно при 
изучении волн Герца, тем лучше, чем больше длина волны расема- 
триваемого колебания. 

Напротив, при очень коротких волнах (при ультрафиолетовых и 
в особенности при рентгеновских лучах) (157) становится совсем 
неверным. В предельном случае исключительно коротких волн 207 
становится даже исчезающе малым, так что, наконец, проводимость. 
теряет здесь свое значение. 

В области, где действительно приближенное неравенство (157), 
согласно (1556) и (1554) 

п 


п Ут и 1=-г. (157а) 
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Таким образом для глубины проникания 4 волны имеем 


а с. и - И = (1575) 


Для меди (з==5,14-10М, в» =1) получаются, значит, следующие 
глубины проникновения: - 


^. | 1 см 1ж | 100 м | 10 км 


а [ео =. 0,024 жж 


0,24 жж | 2,4 мм 


Одновременно эти числа примерно указывают те толщины листового 
металла, которые необходимы для экранирования соответствующих 
длин волн. 

Для отношения электрической энергии ноля 
к магнитной (среднего по времени) из (156) и (155е, 4) 


получаем общее выражение 2 
т 2 х2 9х \2 
Н, у 1+) : (1576) 
Е? ше Е к 


В изоляторе (с =0) энергия поля состоит на 50°] из эле- 
ктрической энергии и на 50°, — из магнитной. В металле, 
наоборот, в области, где справедливо (157), почти вея энер- 
гия — исключительно магнитной природы. Как НОЕЕНЫВаОТ 


разобранный выше численный пример, уже при РЕ = : 


© АУ 


электрическая энергия составляет примерно ох т Рис. 59 


полной энергии. При более длинных волнах ее к Е 


жание продолжает падаль. ного ус- 
Для экспериментального испытания теории проще всего — повия. 

было бы сравнить глубину проникания @ (1575), вычиеляе- 

мую из проводимости, с опытом. Но для этого в оптической области 

потребовались бы исключительно тонкие слои (наибольшая толщина, 


10° см), а безупречное изготовление и исследование таких слоев 

является весьма трудной задачей. Вместо непосредетвенного измерения 
поглощения, с удобством пользуются измерением коэффициента отра- 
жения. 

_$8 64., Отражение от металлов. Пограничные условия. 
Явления при переходе волны из диэлектрика в металл можно получить 
наиболее. просто, если сначала из уравнений (154а, 0) с помощью 
_ теоремы Стокс& вывести пограничные уеловия, которым должны при 
_ всех обстоятельствах удовлетворять векторы Е и Н. Для этого рас- 
смотрим элемент поверхности 4/ раздела между двумя средами (1) и 
(2), и пусть нормаль к нему будет направлена параллельно положи- 


13* 
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тельной оси 2 (рис. 52). Вычиелим интеграл фе, 4$ по коитуру узкого 


прямоугольника ширины & пусть две продольные стороны его про- 
ходят в различных средах, ориентированы вдоль направления у и 
имеют длину, равную единице. Тогда из (154а и Ъ) получается 


При конечных значениях в, о, в предельном случае, когда &=0 
правые стороны обращаются в нуль, так как ни в коем случае нельзя 
допустить существования бесконечных сил поля. Отсюда следует: тан- 
генциальные составляющие Е и Н остаются непре- 
рывными при переходе из одной среды в другую. 

Рассмотрим плоскую волну, падающую в пустоте нормально на 
поверхность металла, принимаемую нами за нлоскость 72. Мы должны, 
следовательно, для комплексного показателя преломления, введенного 
в (155) и (1555), положить: 


для < 0: р=1 (мустота), 
„0: р=и— ах (металл). 


Попадая на металлическую поверхность, падающая волна распа- 
дается на отраженную волну, распространяющуюся в пустоте по 
направлению отрицательной оси х, и на волну, проникающую в металл 
(по направлению положительной оси 2). Максвелловы уравнения для 
однородных сред будут удовлетворены выражениями: 


т 
1% [$—— ) 

Падающая волна: Е, ® = Н,® =а.* ( .. 
а и ы А в пустоте, < 0, 


(#5) 
Отраженная волна:— Е, = Н.Я = а/.е и 


Прошедшая в металл волна ! В, = а” ев , 
по (155) и (155а): 


в металле, 


на. -—— ту а #>0. 


Для того, чтобы выполнялись пограничные условия (для 4 == 0), неопре-_ 
деленные вначале амплитуды а, а’, а’ должны удовлетворять двум. 
соотношениям, & именно: 


° непрерывноеть Е; а—а/ = а”, 


непрерывность Н;: а-+а/ =а“.-Р- 
в 
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Еели, например, дана амплитуда а падающей волны, то отеюда 
следует для 


отраженной волны: а/=а. РЁ, 
: р-ь 
п 2. 
и для прошедшей волны: а”’=а. А 
Р-Р 


Интенсивность лучей пропорциональна квадрату 36060- 
лютной величины его амплитуды. Коэффициентом отражения В металла 
называют отношение интенсивностей отраженной и падающей волны; 
если обозначить через а* и а/* комплексные величины, сопраженные 
саиа,, то 


Щи: ФБ 
Па: ФЫ@Ь”. ее. 


Подставляя в (158) р=ю— 1, р*=п-Ё 4х, имеем 


—& х2 


В области, для которой имеет место неравенство (157), 
ъ—х = У вот >>> 1. 


Для неферроматнитных тел № ==1, так что получаем 


И Бат о (1585) 
2-2 У с-- 1 У= 


Гаген и Рубенс при своих опытах в длинновол- 
новой инфракрасной области (=25») эту теорети- 
ческую формулу подтвердили количественно. Тем 
самым они доказали, что уже в этой области длин волн оптическое 
поведение металлов определяется электростатически измерен- 
ной проводимостью с в смысле Максвеллова, уравнения (158). 

Некоторые из их результатов собраны в приведенной ниже таблице. 
При этом проводимость измерена в обратных омах на метр длины и 
квадралный миллиметр поперечного сечения. 

Для измеренной таким образом проводимости, обозначаемой через х, 


с=х-9. 1015, 


Длина волны ^ измеряется в», так что А ==, -10—“. Коэффициент 


отражения выражается в процентах; следовательно, В °], = 1008. Под- 
оставляя эти числа в (158), получаем формулу Гагена-Рубене& 


36,5 


Ул 


(100— В °). Их= 
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Величина, (100 — В) У» не должна зависеть от материала и имеет 
значение, указанное в последней строке таблицы: 


Х = 4 Х=8е | № =12ы 
1: 1; 1; 
. э Е м 
[5 т а ы | й й 
| | | 
> 
ЕЕ 
| 
Серебро. ., 61,4 159. |= 24.9 26 79,8 1,15] 9,0 
Медь ...|51,2 21| 20,6 1,4 10,6 1,6 12,1 
Никель ..| 8,5 8,2 | 28,9 4,65| 13,6 | 41 12,0 
Виемут ..| 0,84| 24,8 | 22/7 | 13,5 16,9 | 11,3 16,3 
ид: УХ - | — |4 | - |0 — | 140 


Для более коротких волн наблюдаемый коэффициент отражения 
значительно меньше, чем вычисляемый по формуле (158Ъ). Качественно 
именно такого результата нужно ожидать по эщектронной теории: 
в силу своей инерции электроны не могут тенерь вполне следовать за 
быстро изменяющимся полем, а поэтому электрический ток уже не 
будет в каждый момент времени достигать величины с. И. И на самом 
деле эти отклонения тажовы, как если бы нри более коротких волнах 
металл имел меныную проводимость. Еще отчетливей это действие 
инерции проявляется у электролитов, которые (налример, Н.ЗО) в воде) 
В сталичееких онытах обладают превосходной нровохимостью, но не- 
. смотря на это оказываются вполне прозрачными. В этом случае носи- 
телями тока являются ионы, маеса которых в несколько тысяч раз 
превышает массу электронов. Поэтому вполне понятно, что электро- 
литы ведут себя но отношению к электричеекому полю световой волны 
ак изоляторы. 


$ 65. Вектор Нойнтинга в стащионарном поле’ и в поле пе- 
риодическом во времени. В 5 52 мы познакомились с вектором 
Пойнтинга 


6 
8—1 ЕН] 


как с потоком энергии. Для области, ограниченной произвольной замк- 
нутой новерхностью, уменьшение во времени энергии, содержащейся 
в этой области, было равно термически-химической отдаче пизюс потоку 
энергии через эту ограничивающую поверхность, даваемому вектором №. 
В стациенарном поле энергия поля является постоянной во времени. 


Отсюда следует, что в этом случае поток энергии — / „а,  вте-_ 


% 
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кающий в рассматриваемую область, в точности равен термически-хи- 
мической отдаче в этой области. Напротив, в поле, периодическом во 
времени, величина энергии изменяется, но, однако, только таким обра- 
зом, что она колеблется около некоторого среднего значения. Поэтому 
среднее значение энергии поля за один период будет иметь и здесь 
постоянное значение, так что и в этом случае вектор Пойнтинга нено- 
средственно укажет Джоулево тепло, выделяемое в замкнутой области. 
Рассмотрим сначала стационарную линейную цепь тока, 
поддерживаемого сторонними силами. Если 4 есть попе- 
речное сечение провода в каком-либо месте, то прежде 
всего для полного тока Г, согласно 5 45, имеет место у 
общее уравнение 


т /1.а4= 2, В,°) 94. 


При „линейном“ токе мы считаем о, В и Е® во всем 
сечении постоянными. Мы можем далее ограничиваться 
составляющими Е, и Е, параллельными направлению 
оси провода. Обозначим через 


1 


а: 


93 


омическое сопротивление, приходящееся на единицу длины Рис. 58. По- 


пути тока. Мы имеем ложение Е 
и Н на по- 


В=и,-РЕ (©). верхности 
* р и провода, . по 
ь я которому 
Вычислим поток энергии Пойнтинга через цилиндриче ет 


скую поверхность длины 1, лежащую в пустоте, но тесно 
охватывающую провод. В проходит параллельно оси провода, Н пер- 
пендикулярно к ней; следовалельно, 5 направлено вормально к поверх- 
ности провода. Величина потока энергии 5 внутрь рас- 
сматривае мого цилиндра будет, следовательно, 


= | №-Н-&=Е,-1 
4 


т 4 
так как ведь Я Н, & = ‘1 Энергия, входящая в провод на 
прозяжении каждого сантиметра его длины, будет поэтому 
5=ВВ—Е®. 1. 


Следовалельно, в местах, где действуют сторонние силы, энергия 
течет от провода в поле; там же, где выделяется Джоулево тендо, 
энергия течет обрално от поля в провод. Полный поток энергии, ввя- 
тый по всему пути тока, равен, конечно, нулю, что в силу безвих- 
ревого характера Е непосредственно получается также из урав- 
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нения 5 = Е,Г. Если сторонние силы отсутетвуют, то © непосред- 
ственно равняется Джоулеву теплу (©, выделяемому в участке, длина 
которого равняется единице. 

При полях, периодических во времени, эта связь 
межлу средними по времени значениями © и О остается неизменной. 
Представим этот факт в несколько иной форме, удобной для некоторых 
применений; для этого ограничимся строго синусоидальным ходом 
изменения во времени и будем пользоваться при этом комплексными 
выражениями. Тогда самую общую функцию подобного рода / (5, у, г, 8) 
с циклической частотой ®х можно написать в виде 


= а (9 2) ©0 (в -- 5 (2, 9, 2)), 


— вещественной части от а: 6.2, 


Г = вещественной части от а(2, у, 2).е^", 


где, следовательно, а=а-с” является комплексной функцией одних 
координат. Обозначим теперь горизонтальной чертой среднее по вре- 
мени значение, звездочкой — переход к сопряженной комплексной вели- 


чине. Тогда, в силу с0$ (04) = 0; е03? @0=-, имеем: 


Если теперь две функции 
а: Я ед с 


‚ представлены в комплексной форме, то в дальнейшем нам пока- 
добится произведение соответствующих вещественных величин, 0б0- 
значим через „Вес“ вещественную часть от 9; тогда 


Веу = 59-9, Веб = (С - 4*), 
и мы получаем 


Вед - Ве@ — + о-в" 9с*--9* 6); 


при образовании среднего значения по врехени 9@=0 и 9*(*=0. 
Далее, 9*С является сопряженной с комплексной величиной 9(*, так 
что имеем 


1 1 
Вед - Веб —-> Ве (96%); (Ке9)? = (99%). (&) 


При полях, периодически изменяюцкихся во времени с циклической 
частотой ®, комплексные выражения являются весьма удобными для 
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вычислений, потому что тогда все дифференцирования по & появляю- 
щиеся в линейных уравнениях, могут быть заменены умножением на 
соответствующую степень от 1%: 


до 5,90% 


Зв=-— 99 ит. д. 


Тогда уравнения Максвелла будут иметь вид 


гон = (9-7?) В, (ву 


2 


то Е = — т: Н. (+) 


Чтобы применить к комплексным векторам Е и Н правило (<), напи- 
шем (В) в сопряжено гомплекеной форме (заменяя # на — 1) 


с 


го Н* — -- ее +. (8/) 


Если теперь умножить (3”) на 5 В, а (1) на — = Н*, то, соглаено. 


правилу (67), получается 


а ЕН о. ВЕ 
и Фу > [ЕН }=с В) ЕЕ -- 


ра Ё НН. 3-8 |. 59) 


Следовательно, если образовать комплексный вектор Пойнтинга 
= 1 ен] (59а) 
А 


то вещественная часть от — у 5’ дает выделяемое Джоулево тепло, 
1 й 
так как > ЕЕ* представляет собой, соглаено (2), среднее по времени 


от квадрата (действительной) силы поля. Но, кроме того, благодаря 
(159), мнимая часть от №” тоже получает конкретное значение: именно, 
она дает разность между средней магнитной энергией и средней. 
электрической энергией, умноженную на 2®. Отсюда для замкнутой 
области 


у 5, 47 Е 9 5 2: ра < О. } (1595) 


‘где © означает Джоулево тепло, выделяемое в этой области, 0 — 
‘среднее значение содержащейся в ней энергии поля магнитной. 
и соответетвенно электрической ирироды. 
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В следующей главе мы применим эту теорему ко внутренней 
части провода, в котором ток распределен уже неравномерно по. 
сечению (скин-эффект). Так. как здесь, соглаено (1576), И, воегда 
исчезающе мало по сравнению с О„, то вещественная часть от 
(159а) дает Джоулево тепло, а, следовательно, и омическое сопроти- 
вление; при этом мнимая часть даст магнитную энергию поля, а, зна- 
чит, —ту часть самоиндукции, которая приходится на внутреннюю 
часть провода. 

$ 66. Окин-эффект. Рассмотрим прямой провод круглого сечения 
радиуса ху, по которому пусть течет переменный ток частоты ‹. 
Тогда на его поверхности имеется электрическое поле, направленное 
по его оси, и магнитное поле, перпендикулярное ®, но также парал- 
лельное поверхности. Качественно это дает соотношения, одинаковые 
© теми, которые мы рассмотрели выше (5 63) для случая световой 
волны, проникающей в металл. Действительно, на поверхности металла 
мы имели бы аналогичное распределение поля, если бы направили 
нормально к поверхности провода световую волну частоты ®, поля- 
ризованную перпендикулярно к направлению оси провода. 

Для такой волны мы вычислили выше [ур-ние (157Ъ)] для случая 
плоской металлической поверхности ту глубину проникания, при 


которой амплитуда ослабляется ве” раз. В целях упрощения при- 
мем в этом параграфе за меру глубины проникания не точно вели- 


чину, данную в (1575), а И 2- ую часть от нее, — следовательно, 


подставляя ш==1, 
| и га 18 
ж.|у.2 ` У4тод ь 


Хотя, конечно, расчет при цилиндрической поверхности провода 
в некоторых частностях сложнее, чем при плоской поверхности, но 
качественно мы можем с самого начала предвидеть следующие два 
Е случая: 


в 
1. Радиус провода хо мал по сравнению с Ур. переменное 
тс 
поле при проникании до оси провода ослабляется незначительно. 
Плотность тока будет распределена по сечению провода равно- 
мерно. 


: с 
2. то > о переменное поле полностью затухнет прежде, чем 
00.0) | 


успеет распространиться вовнутрь на заметную часть радиуса про- 
вода. Поэтому плотность тока заметно отличается от нуля лини, 
в очень тонком поверхностном слое („оболочке“). Во всей внутренней 
части провода поля практически нет. 

Это проникание переменного поля в металл следует тому же 
закону, что и проникание температурных колебаний в тело, поверх- 
ность которого попеременно согревается и охлаждается. Так как 
‚В металле можно пренебречь током смещения по сравнению с током. 
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проводимости [ур-ние (157)], то колебательное уравнение (154;) 
для внутренней части металла принимает вид 
4тоь 08 
—. —АЕ. 160 
С? 9: Е (160) 
С другой стороны, для материала с теплоемкостью 1 (относящейся 
к единице объема), теплопроводностью ^ и температурой $ передача 
тепла опредедяется уравнением 


д (19) 
9 


== @1у (/ стад 9) или ЕВА 


Возрастание скин-эффекта с растущей частотой ® нужно поэтому 
понимать так же, как тот факт, что суточные температурные коле- 
бания проникают в почву менее глубоко, чем годовые колебания. 
Для количественного рассмотрения скин-эффекта мы должны про- 
интегрировать ур-ние (160) по поперечному сечению провода. Но 
прежде применим к нашему случаю вектор Пойнтинга (159а). Огра- 
ничимея сейчас случаем, когда ток, а, значит, и поле всюду парал- 
лельны оси провода. Отложим ось 2 в направлении оси провода 
и положим Е, = Е. Интегрирование по единине длины провода при 
пренебрежении электрической частью энергии поля дает 


С 


1 : п 1 
Зы * = ный Е = 
г фин, НЫ | ЕЕ Жо. | > НН*44. (161) 


Введем полный ток 
1= | а=° | Е. (161а). 


Среднее значение по времени квадрата действительного тока по (4) 
($ 65) будет 


(её 18 — 5 мы 


Сопротивление В и „внутреннюю“ самоиндукцию 
Т, мы определим уравнениями 


С И 
$ ВИ" о |5 ЕЕ 


а 

Это значит, что А. (Ве Г)* должно дать тепло, ‘выделяемое током за’ 
1 Е 

секунду, а 5- (Ве Г)? — среднюю магнитную энергию поля, содер- 


_ жащуюся внутри провода. Коли принять еще во внимание равенство 


ее * — ]* 
фиг, 
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то (161) дает 
ко и т 
р те НЕ ВИ*-- о. [411% 


или (162) 


ао ес ВТ- 21,1. 


Сила поля на поверхности провода составляется, 
следовательно, из омической части АГ и индуктив- 
ной части оГ,1, фаза которой сдвинута относительно 
фазы первой части на 90°. 

Чтобы действительно вычислить теперь значения В и ®[, из 
уравнения (162), мы должны еще выразить Г через Ё. Соглаено (160) 


4 таз, 
с2 


Е = @х стаа Е. 


Интегрированием по поперечному сечению, в силу у с‹Еа4 =1 


получается: 
8. Е) т: 
т=% 


с? 0: 


Полагая для сокращения глубину проникания 


АН 162а 
У 4кось ( ) 
и сопротивление постоянного тока 
| 1 
Во ста › 
из (162) получаем 
Вю, 1 Е 
ы т и 08 (163) 
ду 


Г = 


Интегрируя дифференциальное уравнение (160) и подставляя 
найденное значение Ё в (163), получим технически важные величины 


В 
ри «Г, т. е., следовательно, повышение сопротивления, вызывае- 

я 
мое скин-эффектом, и внутреннюю самоиндукцию. Уравнение (160) 


для случая цилиндрической симметрии при замене —- == дает 


9: 
(г — расстояние от оси провода): 
{ 1) 0Е 
в. (* 7, 964) 
где 4=—° означает определенную выше глубину проникания.. 


У 4тоов, | 


т 


РЕЯ 
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Это ‘уравнение в общем виде решается ифри помощи Бесселевой 
: =: 
функции нулевого порядка от комплексного аргумента Уз =: Мы 


ограничимея приближенным решением, которое в обоих выше упомя- 
нутых предельных случаях (7, >> 4 и ’, < 4) можно отыскать непо- 
средственно. 

Особенно простую форму имеет второй предельный случай: еиль- 
ный скин-эффект; ху >>> 4. В этом случае все процессы разыгры- 
ваются вблизи поверхности (гл=то), так что под знаком производной 
появляющееся явно х можно считать постоянным (поверхность может 
рассматриваться как плоскость). 


Тогда 
р 92Е 
4? ея ду? ? 
а, следовательно, 
У О: У Уз 
и Еее И фе ”. э 
Е= Ве и 3 `В: 
_и поэтому по (163) 
В-НюГ, р у й , 
Е Е ВОРА. 
В и ачих у яа 


Омическое сопротивление увеличилось, следова- 
тельно, по отношению к случаю постоянного тока 


ИЯ. - 
Слабый скин-эффект; х, < 4. Введем в (164) независимую 
переменную 


и разложим в уравнении 


искомую функцию Ё по степеням 52 


Е = (вау? ау“ 9у8-|-...). 


Тогда для определения коэффициентов а, получается уравнение 


$. о а -у”= о (2 ау’ *, 
У=0 $=1 


_а из него рекурсионная формула 


24, —1 
“, — (2)? ` 
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Следовательно, е 
$ 12 13 
91—95 М в 28.22.65) 


. 


А 
и» 51)" 


Эти коэффициенты дают теперь, согласно (163), 


2» 
Вю, _ 1 у Е $ 5“, 9 
Бы 
ду У=\ >, 2% - Ч, ° Уо 


Если теперь снова разложить правую часть по у и подетавить для 
@, 4%... Полученные значения, то получается 


ВЕ ®Г, 
Во 


т 


Е и 


Обозначим для простоты силу скин-эффекта числом 


= 


тогда 
В 1 1 
для малых и ть =» 
1 
ля больших 2: —. ИЯ в 
в м. 
Таким образом мы получаем представленную на рис. 54 зависи-. 
мость величины —, От2. Значения 2 для медной проволоки различных 
о 


радиусов и для различных длин волн Х даны в нижеследующей 
таблице. Для ее вычисления мы исходили из численного значе- 


НИЯ и = для меди — 4,2 . 10% см". Согласно (164а). это дает 


— 42. 103 -х 


И: 


4 
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Периодов 
т 1 0,1 0,01 с 
в сек 5 
) =6-108 см 0,17 | 0,017 | 0,0017 | 50 
Х =6: 108 см | 1 | 0,17 »› | 0,017 5000 
\ =6- 104 см 17 ор 0,17 5 - 105 
Х = 6 см 1700 170 Лт | 5- 103 


Силы скин-эффекта для медной, проволоки радиуса 1 см, 0,1 см и 0,01 еж 
при различных длинах волн № 


Явление, весьма родственное скин-эффекту, имеет место при так 
называемом вы сокочастотном нагревании цилиндрических стерж- 
ней. Это явление состоит в том, что 
нагреваемый стержень помещают впро- 
дольное переменное магнитное поле 
высокой частоты. Это поле создает 
в стержне электрическое поле, сило- 
вые линии которого окружают ось 
стержня кольцами. Джоулево тепло 
индуцированных таким образом круго- 
вых токов вызывает желаемое повы- 
шение температуры. В этом случае 
мы имеем, следовательно, на поверх- 
ности стержня опять то же самое. эле- 
ктромагнитное состояние, которое с0з- Рис. 54. Скин-эффект. Возраста- 
дала бы линейно поляризованная НИ * Я сопротивления у: 
волна, падающая на поверхность нор- ° И С 
мально; только теперь эта. волна по- з 
ляризована перпендикулярно к оси провода. По сравнению со скин- 
эффектом электрическая и магнитная силы поля поменялись, следо- 
вательно, своими ролями; в частности, уравнение (164) относится 
теперь к прониканию в нагреваемый стержень магнитного поля Н. 
По его интегрировании и здесь комплексный вектор Пойнтинга не- 
посредственно указывает Джоулево тенло и магнитную энергию поля. 
в стержне. у 

$ 67. Самоиндукция и емкость двойного провода. Перед тем” 
как перейти к изложению теории- волн вдоль провода, расемотрим 
стационарное поле двойного провода. 

Пусть имеется два прямых цилиндрических и друг другу парал- 
лельных проводника, длина которых очень велика по сравнению с их 
взаимным расстоянием; например, два параллельных провода (двой- 


25% 
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ной провод в собственном смысле) или провод, покрытый изолирую- 
щей оболочкой и проведенный в воде (кабель). В последнем случае 
одним проводником служил бы провод, другим — вода. Предположим, 
что оба проводника электростатически заражены один противоположно 
другому, и что, кроме того, по ним текут равные по величине, но 
противоположные по направлению токи. Сонротивление проводов 
на первый раз пусть будет равно нулю, чтобы не было падения 
напряжения вдоль проводов. Тогда и электрическое поле Е ста- 
тического поверхностного заряда и магнитное поле Н токов веюду 
перпендикулярны к оси провода. Следовательно, если провести пло- 
<кость 2 нормально к длине проводки, то Е, =, =0. 

Вычислим поле в изоляторе (е, 1»); пусть последний будет одноро- 
ден в пространстве между обоими проводниками. 

Электрическое поле не имеет вихрей и, следовалельно, может быть 
«выведено из потенциала Ф (х, у): 


#2 дф ска 0Ф Г 
Е. =—5., о (165) 


Магнитное поле не имеет источников и потому может быть выведено 
из векторного потенциала А, у которого, в силу того, что все токи 
‘проходят параллельно оси 2, только составляющая по г А, = (2, у) 
может отличаться от нуля. Следовательно, „И == го А, или 
9 9 
Н 


Н.=—— —=—-——. 165а 
Введенные таким образом в плоскости сечения функции Ф и Т должны 
удовлетворять следующим условиям: так как в изоляторе нет ни 
зарядов, ни токов, то в нем Чу Е =0 и го Н =0, т. е. 


9?ф 0?Ф И А 02$ ДА 
Е М ОТ ЕТ (166) 


Обозначим залем через -Ре заряд единицы длины проводника 1, 
через Г — ток (в направлении 2) в проводнике 1. Если далее 43 есть 
элемент пути, по которому производится интегрирование и который 
охватывает первый проводник, но не охватывает второго, то 


4те==е $ Е, 4 и =. ДЕ $ (Наз). При этом нормаль ‚п напра- 


влена от проводника наружу. Элемент длины 4$ величины 45 с соста- 
вляющими 42, 4у связан © составляющими п, и ий, единичного век- 
тора п следующим образом: 


42 = — 431, и 4у == 431,. (166а) 
Поэтому 
т 9 (А ДИ 
(Наз) — Нах = Н,ау = — 4 (= п, ‘би в, —= — % р 


5 
а 
ое. 


* 
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т о 0Ф 2 
Так как, с другой стороны, о? то мы имеем дальнейшие 
условия 
4те ОФ 4®Т 94. 
о 5. 4, о 5 ® (167). 
1 1 
и соответственно для пути интегрирования, охватывающего второй 
проводник, 
4те 9Ф ак 94 
—-— — $ — = —_—щ 
8 бе 2 | 9% 9 а 
2 2 


В уравнениях (166) и (167) бросается в глаза аналогия между функ- 
циями Фи \. Чтобы сделать эту аналогию совсем полной, введем 
ограничивающее предположение, что на поверхноети проводника маг- 
нитное поле имеет чисто тангенииальное направление. При однородном 
кабеле с круглыми и концентрическими поперечными сечениями это 
предположение вследетвие симметрии явно удовлетворяется. При 
двойном проводе оно выполняется приближенно, когда расстояние 
между проводами велико по сравнению © их диаметром. Мы впослед- 
ствии применим наши результаты к быстро меняющимся полям. При 
таких полях, пока проводник можно рассматривать как идеальный, это 
предположение выполняется строго при всех обетоятельетвах: велед- 
‚етвие чого, что переменное поле в такой проводник не проникает, 
и имея в виду, что Н источников не имеет, нормальная составляю- 
щая Н должна на поверхности обратиться в нуль. Так как линии 
поля Н совпадают с кривыми \ ==с01$%, то наше предположенне 
равносильно тому, что на поверхностях проводников 1 и 2 ы при- 
нимает постоянные значения ФР, и \.. 
Соответствующее уравнение, конечно, всегда имеет место для’ 
электростатического потенциала Ф. Следовалельно, 
\ == с0156 > 
на поверхностях проводников Ти 2. (168) 
Тремя уравнениями (166), (167), (168) Ф и определяютея одно- 
значно вплоть до не имеющей значения аддитивной постоянной. . 
Так как, кроме того, обе функции, если не обращать внимания 
на численные значения, появляющиеся в (167), должны удовлетво- 
рять одинаковым. условиям, то они могут отличаться друг от друга 
только численным множителем. И притом, согласно (167), 


Ф == с01$6 


Ч (©, и=“ @& 9). (169) 


Векторы Е и Н взаимно перпендикулярны. Их ве- 
личины находятся в постоянном численном отно- 
_ шении 


|= 181. (169а) 


]4 Абрагам-Беккер. — Теория электр. 
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Для выяснения физического значения \ из уравнения (165а,) можно по- 
ь 
черпнуть следующее. Рассмотрим произвольную кривую у 4$, соединяю- 


& 
щую две точки аи 6 в плоскости 29. Пусть ей соответетвует по 
(166а) нормаль п. Сместим эту кривую параллельно оси 2 на 1 си 
ъ 


и подечитаем поток сил  н,4ь, проходящий через полосу а66’а’, 


покрываемую кривой при таком смещении. Очевидно, согласно (165а) 
и (16ба), 


Н,45 = Ни, 48-Е Нуп, 45 = о у а 2 = СЕ 45: ч 


следовательно 


| н/в = Ч, — У, 
© 


Представим себе теперь, что такая полоса е шириной 1 положена 
на боковые поверхности обоих проводников, и определим, как „коэф- 
фициент внешней самоиндукции“ Т,, единицы длины нашего 
двойного провода, разделенный на с поток индукции, который про- 
ходит через эту полосу при силе тока 1 =1. Следовательно, 


р Г 


1. Г Н.Ф, - Г. (170а) 


(Выражение „коэффициент внешней самоиндукции“ и индексе а должны 
указывать на то, что для вычисления полной самоиндукции 1, нужно 
было бы принять во внимание еще величину /,, крибавляемую ма- 
гнитным полем, проходящим внутри проводников). 

С другой стороны, определим емкость С, приходящуюся на 
единицу длины двойного провода, по уравнению; 

е= С. (Ф, —Ф.). (1705) 
‚ Соглаено (169) 
о 
е Т г ° Г ь 

Но отеюда 


ИЛИ 


Ус. Ум 
Величина, обратная произведению емкости и коэф- 


фициента внешней самоиндукции, равна квадрату 
скорости света % в окружающей среде. 
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К этому же резуль ту мы придем, если будем определять С 
и Г, при помощи энергии поля, накопляемой в изоляторе (веегда 
‘на 1 см двойного провода): 
1 
ет т Г.Т; О = э0 ° 2. (172) 
Из (169а) следует, се другой стороны, 
О г | (4 = 626? 2 22 


Е 
о № 1 (На а р =?1 |5 1 
(При этом опять ‘остается не учтенной часть магнитной энергии поля 


1 : 
5 2 ‚ сосрехоточенная внутри проводника). 


Совместно с (172) это дает непосредственно уравнение (171). 
Вектор Пойнтинга в нашей схеме всюду параллелен оси 2, 
и притом по .(165) и (165а): 
6 с [0Ф оу 9Ф ду 
Ве ФН, На 4т (=; 9% к бу ду | 


В силу (166) для полного потока энергии $ через плоекость ху тео- 
рема Грина дает 


а Гамну= —1 | в в 


В силу поетоянетва Ф на поверхностях обоих с второе 
уравнение (167) и (167а) дают 
. 


$ = (Ф, —Ф.) * Т. 
Но это есть как раз то Джоулево тепло, которое выделяется при 


замыкании двойного провода, не имеющего сопротивления, омиче- 
ким сопротивлением величины 
а Ф. 


В == АХ 


В заключение укажем еще значения С для двух простых случаев. 
° Собственно двойная проводка. Расстояние 4 между 
проводами велико по сравнению с их радиусом 6. Тогда для любой 
точки наблюдения (ср., например, рие. 41) 


2е 2е 
р Ф=—— Ши -|-— Ш. 
= = 
. 
_ На поверхности первого провода 7, =; при этом в силу 46 
">= а, откуда 


| ош" и = шо. 
Поэтому 
НЕМ (двойной провод 4 >>>). — (173а) 
Ф, —Ф ла 
4. № о 


к 
в. 
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При кабеле (медная проволока О а, изолятор радиуса 6; 
снаружи у =6 вода в качестве второго проводника) в изоляторе 


Фф = — - . Шу; 
е . 
отеюда 
А 
$ = = 
А, следовательно, 
б=у ей: д = ы > (кабель). (1785) 
у ы 2. № -й: 


В выражениях (173а) и (1735) нужно обратить внимание на то, 
что С является отвлеченным числом, и что порядок его величины 


1 
в практических установках лежит примерно между 1 и 10. Соответ- 


ственно порядок величины Г, соглаено (171), лежит между 10 до. 
и 

$ 68. Волны вдоль идеальных проводников. Расемотрим тот же 
двойной провод предыдущего параграфа; пусть, как и в предыдущем 
случае, поле будет поперечным, но зависит как от так и 2. 
Напишем сначала общие уравнения Максвелла для изрлятора, для 
случая, когда Н,=Е, =0: 


у | | 
с № | 
: . вн ы 
— И =то06 Н АО ТЫ и: 
с аи 92 (о) ве. 
эн, дн, | 
и | 
р он, 9, д 
ты и. 
17 
ча =— — 0$ Е — у — : з 
/ м : о РА 
98, 08, - ь. 
о № О й 
| 
дк, 08 ‚ 
ТЕ уе у тр 
8 =0: > бу =0 (5) | | 
оо № | 
1у м = 0: т ду 0: (В) ] } 
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Что касается зависимости от х и у (174 с, Г, 9, №), то эти урав- 
нения ничем не отличаются от случая стационарности. Мы можем, 
‚вначит, и здесь ввести функции Ф и У, которые теперь, кроме как 
отд ИУ, зависят еще от Ёи 2. \ 

Четыре уравнения (с, Г, 9, №) будут тогда удовлетворяться выра- 
жениями: 


д оу 
о. 
. (175а) 
р а, 
Е" ЕТО 
9Ф |’ 0Ф о (175) 


952. ' ду? БГ 9 т ду? 


Пусть -еи —е опять будут заряды проводников в рассматри- 
ваемом поперечном сечении, рассчитанные на единицу длины, а 1 
и—/— силы тока; еиГ теперь будут функциями 2 и & тогда Фи № 
должны удовлетворять всем поставленным в предыдущем параграфе 
условиям (166), (167), (168). Условия (168) теперь, при переменном 
поле, соблюдаются даже строго, так как поле внутри идеального 
проводника должно равняться нулю; в самом деле, тангенциальная 
слагающая Е проходит через поверхность проводника непрерывно; 
то же относится к нормальной слагающей Н (тангенциальная соста- 
вляющая Н при идеальном проводнике, наоборот, ввиду сосредо- 
точения тока в тонком поверхностном слое, вообще говоря, испыты- 
вает здесь разрыв). Поэтому, если обозначить индексом о вычислен- 
ные в предыдущем параграфе четыре соответствующих друг другу 
значения \, Фу, 1%, е, то решение (175а и Ъ) теперь будет 


Ф (х, У, 2, 0—9. 2) 
0 
. (175) 
а и. 5. 
0 
Но по уравнению (169) 
ое ва 
Г с’ 
а потому 
ау т 7, В (1754) 
60 


Теперь мы должны еще удовлетворить четыре оставитихся урав- 
нения (174а, Ъ, а, е). Если ввести величины Ф и Х шо (175а, с, 9), 
то из (174а), а также (174Ъ) получается 


де 9Т 

и =0 (17ба) 
ие ОГ де Е 
ИННЫ 176Ъ 
2 м Е д= й ( ) 
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Исключение Г или е для каждой из указанных двух величин дает 
волновое уравнение 


91 2 01 : 
92  е 07’ 
Вводя скорость волны 
6 
в —= =» 
= 


получим, следовательно, общее решение в виде 


(=) +4 (+=), (тв 
1-7 (1) м9 (1+5), (1764) 


где ди }/— произвольные функции. 

Если воспользоватьея понятиями „коэффициента самоиндукции“ 
И „емкости“, то основные уравнения (176а ‘и Ъ) воли вдоль про- 
вода можно получить также следующим об- 
разом. 

Заряд, находящийся на участке 42 про- 
вода, может измениться только веледетвие 
того, что входящий ток отличен от выходя- 
щего. Это дает „уравнение непрерыв- 


ЭТ 
ности“ Эр =-— 3; В боответствии с (17ба).. 


Применим далее закон индукции к кон- 
туру, приложенному между обоими проводни- 
ками, ширины 42 (поверхность абс рис. 55). 
Поток индукции через эту полосу, умноженный 


Рис. 55. Применение за- 1 ; 
кона индукции к двой- на —_, согласно определению Г, (170а), ра- 
ному проводу. е 


вен Г, - Г. 42. 
Интеграл по этому контуру Га Е, 45 будет 
афса 
И С а 
Последнее равно уменьшению магнитного потока; поэтому 
9(Ф/—Ф.) 91 
о Е: | 
е р 
Вводя емкость С =, получаем отсюда ] 
Ф, —Ф$. 


1 де ОИ, ы 
авт и =. 
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` 


Если принять еще во внимание введенное в предыдущем параграфе 


соотношение С’. 11, = то последнее уравнение станет тожде- 


о 


6“ 

ственно е (176Ъ). 
Рассмотрим в частности волну частоты ®, распространяющуюся 
по направлению положительной оси 2; тогда (1766, 4) дают решение 


ФФ - ть (1—2), 


ИЯ 


Т=С-№-Фу-зшо. (=), 
к 10 
где для сокращения положено Ф, —Ф. =Ф. Выводимое отеюда 
поле ®, Н отличается от плоской волны в однородной 
среде только тем, что в плоскости волны (плоскость 2у) 
как направление поляризации, так и интенсивность 
оказываются функциями координат; интенсивность значи- 
тельно отличается от нуля только около самых проводов; на поверх- 
ности провода электрический вектор всюду нормален к этой поверх- 
ности. Мы имеем картину волны, скользящей вдоль двойного провода. 
Вид поля в плоскости волны был показан ранее на рис. 42. 
Из разнообразных применений волн вдоль проводов раесмот- 
рим вкратце лишь следующий случай. 


Пусть двойной провод простирается от плоскости 2=— ло 
2—0. Здесь она замыкается омическим сопротивлением ЮВ. Пусть ее 
начало (2 = — 1) соединено с „источником переменного тока“ частоты о. 


Чтобы определить результирующее распределение напряжения и токов, 
напишем сначала, основываясь на (1766) и (1764), общее решение 
для частоты ®: 


Ф=а: мы: г +), 
и®(#- о: ФЕ). 


ггеаи Ь’ — произвольные комплексные числа. Мы можем, однако, 


не нарушая облиности, взять а вещественным и положить 5’ =Ь.0®, 
где Би В — также вещественные числа. Положим, далее, для сокращения 
252 4-2 


а” | 


Х 
т. е. мы измеряем наш двойной провод в 6, если за единицу ввято-, —; 


С возрастает на 2т, когда увеличивается на полволны. Теперь наше 
решение будет иметь. вид 


и 


Т %(:—— 8-9 
Вы в Дав. ) 


(177) 
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Мы можем по этим выражениям построить векторную диаграмму Ф 
и Г для любого а сечения 2. При этом общий фазовый 


множитель © ’ не имеет никакого значения. Значение же кон- 
стант а, 6, В видно из рис. 56: вокруг конечной точки В отрезка 
0В==а опишем окружность радиуса 6; В есть центр круга, не 0бо- 
значенный на рие. 56. Диаметр круга СН, лежащий в ваправлении а, 
повернем затем на угол В-- С. Веледствие этого он займет положение 
КЕ (на рисунке (С, соответственно нашему примеру, отрицательно). 
Тогда, согласно уравнению (177), отрезками ОР и ОЕ определяются 

как по амплитуде, так и по разности 


фаз величины Ф и св "я попереч- 


А 
ного сечения 2=——,— Таким обра- 


зом, состояние вдоль всей проводки 
определяется весьма просто соответ- 
ствующими поворотом диаметра. Эту 
общую картину нужно уточнить для 
условий, предписанных на конце прово- 
дов; в частности, в нашем примере: с0- 
ро а Саи противление—омическое, равное В; еле- 
идеального двойного провода.  ДОВательно, прис =0,Ф == Г. Н.Равен- 
Каждому поперечному сечению ‘ство фаз Фи Г при $ == О требует В ==0, 
двойного провода соответствует Согласно (177), при таком краевом 


диаметр окружности. Векторы, условии в месте с =0 следует далее 
проведенные из начальной точки 


к конечным точкам диаметра, Е: т 1 
дают значения тока и напраже- И ЧЕ ОНИ ИЕ `` 
ния в соответствующем сечении. а--6 Ф.О.ш В-СО.ш 


Тем самым определено также отношение отрезка О к ОН, а, следо- 
вательно, вплоть до численного множителя, и состояние на всей 
системе проводов. 
Нужно обратить внимание на следующие предельные случаи для А; 
Й =. Провода на конце разомкнуты. Тогда 6==а; 
окружность ироходит через точку 0; Фи Г веюду имеют разность фаз 


Х й Х л 
| | — у: == =—- еее 
в 90°. В местах г=0, 5) 25-..1 0 ив местах 2 а 
А 
5-;...Ф=0. Стоячие волны. 


=, = 1.0. Это дает 6 =0. Отраженная волна совершенно 


1 
отсутетвует, сопротивление нацело поглощает падающую волну. т, 
и Ф всюду имеют одинаковую величину и одинаковую фазу. 

В=0. На конце провода замкнуты накоротко, 
= — а. Этот случай отличается от В ==со только тем, что в данной 


там картине следует переставить местами Ги Ф. 


1 
р. 
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Перенос энергии на проводах для всех сечений имеет, конечно, 
одинаковое значение, как это непосредственно видно также из рис. 56. 
С. 


2 


Именно, вилоть до численного множителя онопределяется урав- 


нением: 
ОЕ . ОЕ созо = 0. ОЕ = 04. ОН. 


Он, например, всегда равен нулю, когда конец проводов замкнут 
только на самоиндукцию или емкость без омического сопротивления. 
В самом деле, тогда на конце проводов угол между фазами составляет 
-- 90° или — 90°, что возможно только при |6|==а. Окружность 
в нашей диаграмме в этом случае всегда проходит через начальную 
точку 0. 

*# $ 69. Волны вдоль проводов при конечном сопротивлении 
последних. Для практической телеграфии чрезвычайную важность 
представляет вопрос, какое изменение претерневает описанное в пре- 
дыдущем параграфе распространение волн в идеальных проводниках, 
если учитывать имеющееся во всех случаях омическое сопротивление 
проводов. Само с0б0й ясно, что следствием выделения Джоулева 
тепла в проводе будет залухание волн. Кроме того, как мы увидим 
дальше, как затухание, так и скорость волны будет зависеть от частоты, 
и вместе с тем будет происходить искажение сигналов (например, 
разговора), передаваемых по проводам. 

С точки зрения теории Максвелла, омическое сопротивление в про- 
воднике означает появление продольной составляющей электрического 
поля; №, нельзя теперь полагаль равной нулю. Поэтому из восьми 
уравнений (174) предыдущего параграфа а), Ъ), №), В) остаются не- 
изменными только четыре уравнения, остальные же четыре нужно 
дополнить членом е одной из производных от Е, по х, 9, 2, . Кроме 
того, поле теперь проникает в проводник, а потому теперь нельзя 
уже ограничиваться рассмотрением поля изолятора. Веледотвие этого 
задача’ настолько усложняется, что строгого и общего решения дать 
нельзя. К счастью, во всех практически важных случаях задачу можно 
несколько упростить, вводя соответственные предположения относи- 
тельно порядка величины Е.. Эти предположения можно выразить 
в кратком, хотя и не совсем правильном виде следующим образом: 

Эл. поперечное поле в изоляторе >>> продольного поля >>> по- 
перечного поля в металле р. 

Это соотношение нужно понимать так; * 

а) Так как уравнения (174 Г, №) обтаются справедливыми, то мы 
можем поперечное поле представить, как и раньше, уравнениями 
(относительно предположения М ==0, ср. стр. 218): 


дФ 94 


=, м ду ’ 
— в 0. 
Е, Нд; 


\ 
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Но тогда 
г _ 0Ф 9?ф Е, ] 
Фу Е —=0 или - ов: а ет | 
и ы (179) 
= ‹ "0, 92$ 94 \ _е 0, 
О баз Г др ) К 


Ф и Ч уже не удовлетворяют, значит, уравнению (1755) предыду- 
3 98 
щего параграфа. Однако, если а и т достаточно малы, то, не- 
смотря на это, в дальнейшем можно производить вычисление прак- 
тически на основании этих уравнений. 

Мы будем рассматривать задачу сначала в таком приближении 
и уже залем с помощью полученного решения дополнительно покажем, 
что. предположение (178) в этом смыеле действительно выполняется 
{см. дальше уравнение (183)). 

Ь) Второе предположение (178): Е, >>> поперечного поля в металле 
необходимо, если, как мы всегда будем делаль, мы желаем положить 
Н, =0. Дело в том, что в противном случае ток проводимости также 
имел бы поперечную составляющую, которая, со своей стороны, вы- 
звала бы продольную составляющую Н. 

Так как уравнение (167) для заряда е единицы длины проводов 
и тока / соблюдается здесь во всяком случае, то пренебрежение в (179) 


4 


0, 9Е 
величинами. Ри и > означает, что поперечное поле в изоляторе 
3 


вполне соответствует вычисленному нами в $ 67 полю для стационар- 

ного случая. В частности, мы можем тогда и здесь пользовалься без 

изменения введенными там величинами Си Г. Сзедовалельно, 
16 ($. —Ф.)=е - 

по прежнему означает заряд и - ® 
с == (Ч, ТЕ у.) 


— поток индукции, проходящий через полосу, прилеженную с обеих сто- 
рон у проводов, ширины 1. Совершенно так же, как в предыдущем 
параграфе (рис. 55), мы можем теперь вывести с помощью уравнения 
непрерывности и уравнения индукции закон распространения. Но при 
обходе прямоугольника * афса теперь и стороны с и аа прибавляют 
свою часть к интегралу, а именно — И, И Е, так что мы получаем 


> , 91 \ 
о . 
$ 80) 
д (Ф, о 91 
и ие 


У и Е представляют собой при этом значения` В на поверхности 
проводника, а, значит, в силу непрерывности тангенциальной составляю- 
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щей Е, — и значения у поверхности внутри металла. До сих пор не говори- 
лось о поле внутри провода. У его, мы должны исключить из по- 
следнего уравнения величины Е, . Для этого заметим, что внутри 
провода общая картина такова, же, ак (см. $ 66) при скин-эффекте. 
Мы можем поэтому непосредственно воспользоваться выведенным там 
уравнением (162) 


91 
Е, = В,1-- Г, ОР. * 


Конечно, величины В и Г, уже не являются теперь постоянными, но 
существенно зависят от частоты х переменного тока, как было пока- 
зано. Поэтому наше решение имеет значение также только для сину- 
соидального переменного поля. 

Если обозначить теперь через 


ВВ, =Ви ГГ, = т, 


омическое сопротивление и „коэффициент внутренней самоиндукции“ 
налней двойной петли, то наше второе уравнение (180) получит вих 


1 де 91 91 
О 
\ - 
и совместно с первым уравнением (180) даст - 
921 
КЕ ы. та Г, 
-92 = СЕ СТ.) = Е . (181) 


Если обозначить полный коэффициент самоиндукции через Г 
4+ ТГ = Г, 
то для волны с частотой ® уравнение приобретет вид 


— 


— (4=ОВ —в0ОБГ. 


Это уравнение можно удовлетворить, положив 1 ==1,-е'® 79), что 
дает для 1 значение 


1? = ®?0Т, —ю0А. (182) 
Если разложить } на вещественную часть х и мнимую В: 
1=а— 8, (182а) 
то | 
мВ. ее 
(Е}-нр-УеНе 
. (182Ъ) 


|.) 9 ны] си Е . 
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При этих значениях наше решение будет иметь вид 
КИР — 82 (= ЕЁ 92) 
== фе -е . 


в РА 
. -_ есть, следовательно, фазовая скорость нашей волны, 
а 


ТЯ 
о путь, по прохождении которого амплитуда 


волны ослабляется ве раз. 
Чтобы яеней показать влияние поля, проникающего в металл, раз- 
ложим в (182) Г, опять на Г,,--Т, и используем соотношение 


1 
С.Г, = 02? 
остающееся справедливым и здесь; при этом № есть скорость света 
в диэлектрике. Тогда (182) позволяет написать 


4. ` 
о Е 
(5) == [1+ И (182с) 
Числами 
А Е Е 
Е: ме (1824) 


можно характеризовать „индуктивное“ и „омическое“ участие вну- 
треннего поля металла в полном поле. Если обе величины малы по 
сравнению с единицей, то разложение в ряд 


ИЕ =1+- (-—)-= ам. 


хля слагающих я и В от 1=а—1 и 1--2—2/) дает 
и ри 


1 


и 
а : 


© 0 4. 


В первом о пронентное запаздывание распространения 


1 
волны равно т: или —, В зависимости от того, которое из этих двух 


72 
8 ) 
чисел больше; г же имеет 10 значение, что по прохождении одной 
©. 9= ы я 
длины волны ==> —^ амплитуды ослабляются в е” раз. 
[С 


Рассмотрим еще порядок величины числах, играющего решающую 
роль для затухания. 
В В.С. и? 


——— = 


ФГ, © ы 
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з 0. Эт 
Если Х есть длина волны = 


ом 
‚ то, если В измерать в т 
и положить № =3 . 1010 см/[сек, 


^ ск С 1 
М ЧО и ыы 
К 2 й 9.10 3. 10 = А В мон 30 


Для медного провода с поперечным сечением в 1 мм? при прене- 
брежений скин-эффектом: 
В=2. 0,00017 = 34.105; 
следовательно, - 


Пе ‚1,1 А 


—5 я 
где ^„„=^,„ ‘10 ° дает длину волны, измеренную в километрах. Так 


вак порядок величины С — единица, то, например» при разговорных 


Ф 3. 100 
частотах | — — 3000; №52 — == 107 = 100 жм |, величина г 
Эк 3 . 103 


вовсе не мала, но, напротив, так велика по сравнению © 1, что в этом 


24 


случае можно пренебречь 1 и Поэтому мы имеем приближение 


77 
г>> | или 
м а 
Ш у 9 5 © ь 
Следовательно, 
в Ва. и оС 
| 5 о 


что можно также вывести непосредственно из (182а) и (1825) для 
случая 1ю < В. 
Поэтому, если длина волны значительно больше, чем 1 жм, то 


® 2® 
фазовая скорость = = и о 


и дальность пробега ры и - 
д р В оС ° 


После того, как решение 


о © — 1 
$ [о 


| 
нашей задачи найдено, мы должны дополнительно исследовать границы 
его применимости. Для этого мы должны оценить порядок вели- 
чины ошибки, допущенной нами вследствие пренебре-. 
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жения правой стороной в уравнении (179). Зная 1, мы тем 


самым на основании (180) знаем и величины еи Е, —Е,, 
9 — $ Т 
(о) 


или, в силу в6=- и полученного из (1826) и (1824) значения 1 


{2 


=, 


Е, — Е, = 1.02, @— и). 


\ 


Обратимся еще раз к уравнению (179) и рассмотрим значения 
9Ф 


д% 
ник на расстоянии 4. Для первой величины получается 


[-т = о +5 0%, 
0% 


если 4Г означает элемент поверхности, ограниченной этой кривой. 
Е. достигает своего наибольшего значения и, на поверхности про- 


\ 
45 и [ - 45 для кривой, охватывающей первый провод- 


вода. Площаль 1 АГ по порядку своей величины равна 4. Член, вно- 


, 9, д0Ф 
симый величиной 92 В ПОТОЕ СИЛ ЕЕ 4$, можно, следовательно, 


считать незначительным, когда 


98 
е >>> а. я н 


2 


где а' указывает поперечный размер двойной и рас- 
С и 

‚ стояние между проводами. С другой стороны, ие (Наз) 

определяется суммой тока проводимости Г и и м я 

г 9, 

4е | 0 

в (179) будет справедливо тогда, когда } 


АГ. А, следовательно, пренебрежение током смещения 


2 
0 


\ 


Если поставить в оба уравнения значения, полученные выше для е 
и Е. ‚ то оба условия дают одно и то же требование 


1535 а?2Г, (#— 1) (183) 
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или также, имея в виду величины хи р, 
17 92° и 1 9? Ц. 


Рассмотрим первое из этих двух уеловий при невыгодном допу- 
щении относительно Д, т. е. для случая сильного скин-эффекта. 
Пусть 6 — радиус провода; тогда, согласно (164а) и (1645), 


Ь ь У лос. р № = 1 
@ ‘ву?’ кб ° 


Наше условие, следовательно, гласит: 


© о  @2 
т Иа ри 


Оно могло бы быть нарушено исключительно большими значе- 
ниями © (слишком короткие волны) или слишком малым радиусом 6 


проводов. При коротких электрических волнах ®^= 107 сек. —*; су ме- 


таллов 210" сек. *. Но тогда 


в=В. 


=107°. в В: 10° 1/см. 


При расстоянии между проводами а==10 см получается тогда 
условие для [ 
1 9-ой 
а? > си 
# 


>> 3.107 см, 3 


которое нарушить невозможно по техническим основаниям. . 

# $ 70. Комплекеный вектор Нойнтинга в телеграфном уравне- 
нии. Рассмотрим задачу предыдущего параграфа еще в другом виде; 
мы предположим, что для всех величин поля зависимость от ёиё 
с самого начала задается множителем 


в! (> — 12) . 


Положим в уравнениях Максвелла опять Н, =0; далее, для всякой 
функции поля $, появляющейся в этой задаче, имеют место уравнения 


92 мы 
ит == м И кт ===. 


Мы не будем, однако, ограничивать напги уравнения случаем изолятора, 
` 4т 
`& потому будем принимать во внимание также член ее с для тока 


проводимости: 
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Тогда У нас имеются уравнения; 
к з __ 4о-Н а ^, 0. ДЕ их 
а) ян, =— М Е, , 9) — ди : -- Е, = — 8 Н, 
а те, то ин, |8 
эн, ЭН, _ 4х -- 14° а Е. 
©) о би Е К) - ду —=0. 


С помощью всего и Ф Г), а) и Б) удовлетворяются 
выражениями: 


О А ес АВ 
9% {с ду 
й | (185) 
В 0Ф и. в — 410 ОФ | 
хи ЕЯ {с дв | 
Для Е, получаются тогда два различных уравнения. Одно из ©): 
1 9°Ф 9°ф 
ый ОО 186 
Е, 21 04 Е 02 (о 


и второе из 4) и е). Введем для краткосли для материальной постоян- 
вой величину &’ по формуле: 


с 22 
10.2 = К ее (186Ъ) 
уе — 4» 5 


Тогда второе уравнение получит вид“ 


1 ое 
в (|= | ).‹. (1866) 


Из (186а) и (1866) для комплексной функции Ф следует А диф- 
ференциальное уравнение 


92ф у °\? 
ат я +. 9 = "—(») | ы в 


ий 


интегрирование которого, при соответствующих гравичных условиях, 
могло бы дать комплекеное „чиело волн“ 1. Это интегрирование при 
произвольно заданных чиеленных значениях №’ для изолятора и ме-. 
талла налалкиваетея, однако, на большие трудности. Приближение, 
данное в предыдущем параграфе, сводится к тому, что в изоляторе _ 
полагают правую сторону (1864) =0, в металле же, соответственно _ 


& \2 
теории скин-эффекта $ 66, считают 12 малой по сравнению с | х 
Тогда 1 вообще отсутствует в дифференциальном уравнении, Оно полу- 


` 
\ 
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чается дополнительно из пограничных условий (непрерывность танген- 
циальных составляющих Ви Н). 

Покажем еще, как можно непосредственно прийти к результатам 
предыдущего параграфа, пользуясь теоремой 0 комплекеном векторе 
Пойнтинга 


5’ 


| 


6 ин» 
ее 


(ср. (159а) и (159Ъ)). Для его составляющей по 2 получаем из (184& 
и Ь) непосредственно 


с 3 


ВЕ. т — 
(. 5 (ЕН -Е,Н) ве еаь уни-Ен,н,,. 


Но = (Н,Н.*--Н,Н,*) равняется удвоенной магнитной энергии. 


0, Беря интеграл 5.’ по поверхности, проведенной нормально 


к проводам, получим, следовательно, соотношение между полным пото- 
ком 5’ вектора Пойнтинга в направлении проводов и магнитной энер- 
гией поля, приходящейся на сантиметр проводов. Так как в металле 
нужно положить ===0, ав изоляторе с =0, то это соотношение будет 


36? 
"| 5. ‘ар =— ы 2х. в изолят. ты 4тз ие (187) 
Рассмотрим теперь два поперечных сечения налих проводов, нахо- 
$ и 
дящиеся друг от друга на расстоянии в 1 см. Тогда — —5— предета- 
вляет 60б0й часть „комплекеного потока энергии“ 8’, сосредоточенную 
между двумя сечениями. И соглаено (159Ъ) 


98 
твеЕ == Джоулеву теплу-|- 2% (маг. энерг. поля — эл. энерг. поля) (1878). 
[23 
Найдем на основании этого уравнения приближенное значение „числа 
волн“, для чего поступим следующим образом. 
При вычислении электрической энергии поля а. про- 
дольной составляющей Е, от Е. Тогда соглаено` (184а и Ъ) 1 


т = *с? 
о (а 


Мы можем даже ограничитьея при учете электрической энергии поля 
_ одним изолятором и поэтому имеем 


НИ*. 


*,0а 
Е 


е 5352 магн. в изоляторе, 


15 Абрагам-Беккер. — Теормм электр. 
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Кроме того, введем сопротивление, а также коэффициенты внешней 
и внутренней самоиндукции посредством уравнений 


Джоулево тепло = =: Вы 


| а 
магн. в изоляторе = т. Г11* 
0 т БИ» 
магн, в металле ——^ и 


Затем в (187а) нам нужна производная по 2; 5” зависит от 2 по- 
средством множителя 


2: 5*. ка —-). 
ТЕ Я 


так что 


® 
Здесь мы должны подставить 5’ из (187). При ри мы можем 
пренебречь второй частью (относящейся к металлу). Тогда из (187а) 


1 * 
по сокращении на ар 11* получается 


22 ж. (2 
и Т, = Вю РГ, АЕ аб 


202 
_ или также 
62 р = я. В ТТ 
ыы Ге о а ре тг 45 [ай 
отсюда . . 7 
5 69° иена. ИВ 
т 6? [1+ НИ | «1, 


\ 
что находится в полном согласии © результатом, полученным и разо- 


бранным в предыдущем параграфе (уравнение (182е)). 
$ 71. Общие электролинамические потенциалы. В этом и еле- 
дующих параграфах мы ставим себе задачу вычислить поле, которое 
создается заданным распределением заряда и тока. Итак, пусть 
плотность тока 1(х, у, 2, й) и плотность заряда р(&, 9, 
2, й) даны как функции координат и времени. Мы ограни- 
чимся при этом распространением поля в пустоте, т.е. положим 
> ВСЮДУ в = = 1. ща 
`”_ Тогда поле определяется уравнениями : 
вн 1 созыв Ио, 
с 6 с (188) 
Ь) 9 Е == 4тр, 4) НН =0. 


у 
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Из а) и 5) прежде всего следует, что & и р не могут быть заданы 
вполне произвольно, так как воюду и во всякое время должно удо- 
влетворяться уравнение непрерывности 


ат -Ер==0. 
Мы удовлетворим (1884) тождественно, введя векторный потен- 
циал А 
Н = го А. (189а) 


Но (1886) означает, что в А не имеет вихря; поэтому и (1886) 


удовлетворяется, если положить 
ЕЕ 
Е. А — стадо. (189Ъ) 
Подставляя эти значения для Н и Е, из а) и Ъ) получим 


10$ 10 А -- > А +— ота@ 2 = чт. 1, 


— — Я@УА — До == 4р. 


Уравнением (189а) даются только вихри вектора А. Источниками же 
его мы можем еще распорядиться произвольно. Цотребуем, чтобы 


э. (189е) 


Вследствие этого последние уравнения в силу (65) получают про- 
стой вид: 


1 02А 4к 
————_——— т х С 
ДА в 98 с": (1908) 
1 0% 
в ЭР 412. (190ъ) 


Для случая стационарного поля эти уравнения непосредственно“ 
переходят в подробно разобранные раньше уравнения электростатики 
и уравнения стационарного распределения токов. (ср. для отого $5 14 
и 18). Распространение поля во времени учитываетея в (190) тем, что 


д? д? д? 
известный из статики оператор — --= д +—— о ДОШолняется чае- 
о я 
2 90° 


15* 


< 


: 
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Общий интеграл (190& и р) тоже удается привести к виду, весьма 
сходному с выражением, имеющим место для стационарных полей. 
Этот вид, как мы сейчае убедимся, будет таков: 


2 . г 
1 1 В 7, 5. ‘[-^) 
Аи =— Лии, (91а) 


› 6 > а 


ф (и, у, г, В @&а14а$ (191ъ) 


„=У@— 5-Е 9—1 -е—5*. 


Эти уравнения показывают, что величина, вносимая элементом 
объема 44145 в величину потенциала в точке наблюдения 2, у, 2, 
отличается от статического случая исключительно тем, что для плот- 
ности тока 1 и плотности заряда р нужно подетавить те ее 


й 1 
воторые были в 4, 41, 4% в момент времени > Члены — и =, 


вносимые точечным ИСТОЧНИЕОМ В ие по- 
тенциала в точке наблюдения, попадают туда только 


* > 
‚сшустя время —. Но этой причине А ис называют также запаз- 


дхывающими потенциалами. 

Мы должны теперь еще убедиться в том, что (191) действительно 
представляет решение (190). Достаточно привести это доказательство 
для (1915). Разложим для этого область интегрирования на две части 7, 
и Г, где Г, означает очень малый объем, содержащий точку 2, у, 2, 
а Г, — всю остальную область. Соответственно разложим 


Но при интегрировании по. очень малой области Г, запаздывание, 
очевидво, не играет никакой роли, так что в первом интеграле можно 
заменить р, _ › Просто на р,. Но тогда он не отличается больше ничем 

. 


от статического случая. Мы получаем таким образом 4$, == —4тр (г, у, 
г, #). Далее, для величины, зависящей только от т, согласно $ 20 
справедливо вообще 

02 5: 


а, следовательно, 
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Но для всякой функции [ от ‚-— 


д2 Е вр 
д '’ 22 9 ` 


Таким образом 


Е т 92 Г 1 905 
Аы--в" [= в (& о [= ан =, 


2 
так как > при переходе к нределу У, -› 0 обращается в нуль. 
Следовательно, действительно 
Ао =А + А? арен тв 
роди: Е ыы с2 бР° 


Таким образом, даваемая уравнением (191) функция х действительно 
удовлетворяет дифференциальному уравнению (1905). 

В следующем параграфе мы подробно рассмотрим данное здесь 
вполне общее решение Максвелловых уравнений в применении к част- 
ному случаю, именно —к сферическим волнам, испускаемым колеблю- 
щимея диполем. 

$ 72. Решение Герца. Рассмотрим в этом параграфе специально: 
поле, которое создается такими токами и зарядами, изменяющимиея 
во времени, при которых вся эта система (передатчик) сосредоточена 
в весьма малой области около начала координат. Физически это озна- 
чает следующее: размеры передатчика должны быть малы по еравие- 
нию с длиной волны ^ производимого им излучения, & также малы 
по сравнению с расстоянием ”, на котором мы исследуем поле пере- 
датчика. Тогда длз потенциалов А и $, из которых по (189& и Ъ) 
выводится поле, всюду, за исключением лишь области, непосредственно 
примыкающей к началу координат, справедливы уравнения 


1 02А 

1 9 
9—5 30, (1925) 
МА 90. (1926) 


Простейшее решение, пригодное для нашей цели, мы получим, если 
потребуем, чтоб А зависело только от расстояния г от начала коорди- 
нат, и чтобы этот вектор всюду имел одинаковое направление. Выбе- 
рем за ось & это направление и попробуем положить 


ыы Е 
А.=0, А,=0, 4А,—-5 4, =50. 
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Тах как А, должно зависеть только от и, 10 


1 9 (0А,) 
а ее 
и решение его: 
. Г 
Р '-”) 
А АО АО, (193) 


* а 
где р означает функцию аргумента г: остающуюся пока произ- 


вольной. Тогда в силу (1926) оказывается по существу определен- 
ным и ©: 


тя : дА, 
ее ф = — АМА = — 22: 
Не 
ие о - 
А бр И а с то 
ее а 
Отсюда мы получаем 
\ С / 
. (|) в('-*”) 
и. 


Тем самым удовлетворяется и (192Ъ). 
Чтобы понять, далее, физический смыел этого решения, расемотрим 
его для облаети, етоль близкой к передалчику, что можно пренебречь 


й 
запаздыванием (= по сравнению с ‘) и членом сх в знаменателе 


по сравнению с членом с 7? в знаменателе. ели, например, как это 
большей частью имеет место в применениях, р меняетея` во времени 
периодически, и, значит, 


Р=Ро- 5т му (—=) — Роз 2 (->) з 


то, согласно (193а), 


эт 2к (”— —- \ 


Эту е0; 2 ( — >) 
Ф=Ро м - 


К 2 
5 т же? 


= 7 


г р уд ^ з г 7-2 
= [ково (#- т) . эт 2х (>) и 
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Если выбрать здесь х <), то, действительно, можно зачеркнуть, 
‘ 


х 
во-первых, Я в тригонометрических функциях, во-вторых, член 2т с03. 


Вблизи передатчика (< ^) наше решение будет, значит 


На: 9 
А, а с: ? ф А. г 
Но Р . : —=—7ф. Е = представляет собой элект В 
72 х г 9 9г у | е р 


ческий потенциал электрического диполя, момент которого р направлен 
влоль положительной оси 7. Напротив, А, согласно закону Био-Савара, 
является векторным потенциалом элемента тока 


14; = р. Следовательно, если представить себе = 
на расстоянии 4 два металлических шара 
с зарядами -Ре и соответственно ' —е, то 
они эквивалентны диполю момента е4з. Если 
заряд изменится зволедствие того, что шары 
будут соединены через искровой промежуток 2 55 
или проволокой, то в соединяющем участке 4 
пробежит ток Г =-7- . Таким образом, уело- 
Рис. 57. Векторный по- 
вие 14$ = —=р в этой схеме выполняется. тенциал линейного о0- 
Если теперь мы разберем наше решение циллятора, 


(193) и (193а) для любых значений х, то тем 
самым мы получим излучение волн диполя момента р =р(0, 
находящегося в начале координат и ориентирован- 
ного по оси 2. 
Для обсуждения значений Е и Н, вычисляемых по (189а и Ъ), вве- 
дем полярные координаты , %, а и отложим оеь = вдоль направле- 
ния }=0. Тогда прежде всего 


я 


з с033, 
СГ 
р (->) 
аж. (1935) 
50. 
НЭ. 
=] : 058. | 
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Но согласно (189а) Н ==1:0 А, а потому по правилам $ 20 


Н,=0, Н,=0, 


тд 9А, 
н, = > А) (194) 
или 
н, эт 9 [ ый р 
х с ст 
Далее, для Е по (1895) имеем 
Е = сз -- | 2. р ее ор д: 603 $ 
ь 62 г т 73 
ила 
ЕЕ: 
(1945) 
И Ее 
Е, = я во + | ся ВЕ. | зв | 


Это и есть поле нашего передатчика на любых расстояниях. Разберем 
его для двух предельных случаев х < А их_>>>^. 

Вблизи передатчика (5 <») перевешивают члены © высшей 
степенью х в знаменателе, и потому 


И - р 
Я, =-2 505; в, Р с038; Е, = 5 519. (194с) 


Как и следовало ожидать, соглаено данному выше приближенному 


вычислению, это есть магнитное поле элемента тока 14; =р и стали- 
ческое поле диноля момента р. 
На больших расстояниях от передатчика (7 >>> \) дей- 


ствительными оказываются, наоборот, только члены с - Это есть 


область волновой зоны, для которой, следовательно, 


Н,=0 Е, =0 } 
Н,=6 Е ‚= 2 ав (195) 
Н.= 2-18, Е, =0. 

тс 


Поэтому в волновой зоне векторы Н и Е имеют оди- 
наковую величину; они периендикулярны друг в другу 
ик радиусу-вектору г. Их величина падает от экватора к полюсу 


‘Этот интеграл при подестановке с038 =х 
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как эт. Но это — картина линейно поляризованного волнового излу- 
чения, которое распространяется от передатчика в направлении г. 
Электрический вектор колеблется по касательной 
в меридианной плоскости, магнитный — по парал- 
лели. 

Вычислим еще излучение ©, т. е. энергию, которая переносится 
данной в (195) сферической волной через поверхность сферы радиуса 
за одну секунду. Между двумя широтами 3 и 3-- 4 лежит нлощадь 
ар = 2.7? зп 34. Вводя вектор Пойнтинга 


о рн (2 
с [ЕН] = я (=) $102 9, 


получим 


2% 
ыы Р_) у 1. $10? 3. 5 943. 
4т 752 


дает 
и 
— 42) 4 = — = — 
и—27) =3, 
—1 
Рис. 58. Электрическое и 
М ОВРТЬЬНО, магнитное напряжение в 
9 чо волновой зоне линейного 
В: = Е (р) т. (196) осциллятора. 


с 


5, зависит от радиуса ” лишь постольку, поскольку излучение 5, 
в момент времени. определяется состоянием передатчика в момент 


й 
времени #— еее 


Замечательно, что запаздывание в выражении (193) для А совер- 
шенно необходимо для того, чтобы волна (195) получилась сферической. 
Сферическая волна получается как раз тогда, когда при дифференци- 


. г 
ровании по 7 принимают х во впимание только в комбинации ет. 


а ›кулоновокое х“ в знаменателе рассматривают как постоянную. 
Наоборот, действие вблизи передатчика получается тогда, когда диффе- 
ренцируют только по Кулоновскому 7, рассматривая „Мажевеллово 2“ 
в числителе как поетоявную. 

$ 73. Излучение линейного оециллятора. При периодиче- 
ских процессах особенный интерес представляет среднее за время 
одного периода значение излучения. Очевидно, что для этого среднего 
значения запаздывание не играет никакой роли. При вычислении 
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среднего по времени 5 передалчик можно раесмалривать либо как осцил- 
лирующий диполь, либо как элемент тока. Представление диполя отве- 
чает преимущественно требованиям атомной физики, где дипольный 
момент отдельных атомов является естественным исходным пунктом 
для вычисления их излучения. Наоборот, представление о передалчике, 
как 0б элементе тока, является более естественным при рассмотрении 
обычных антенн беспроволочной телеграфии. 

Если у есть циклическая частота колебаний диполя и ро их амили- 
туда, то 

р = ро т 2; 

и 


= 


=. (ту) ета 


С другой стороны, если { означает длину диноля, & потому также 
длину прямолинейного элемента тока, соединяющего полюсы, то, как 
мы видели выше, 


в==Г.4. 
Поэтому, если ток пульсирует с амплитудой Г: 


а 
Т=То- 6032 [= г [%?, 


то ь 
р = — 2110 т = 
откуда, : е 
(р = (2 В. (19) 
Это дает для 5 два эквивалентных выражения 
5 2. (914 
358 


И 2 Ч «2 = 
=. 222 — ТР 
5 58 (2)? РТ ЕТУ 1 (198Ъ) 


Для беспроволочной телеграфии (198) дает излучение 
`24 — 


антенны длины / при длине волны ^ и эффективном токе антенны И /?. 


Генератор колебаний должен кроме этого излучения доставлять еще 
выделяющееся в антенне Джоулево тепло 
х 


9=вВ. 2. 


Поэтому в (1985) множитель при 12 называют еопротивлением излуче- 


ния антенны ЮВ,. Тогда полная мощность генератора дается (В -- В,) Г, 
где Д означает омическое сопротивление (с учетом скин-эффекта), . 
а А, дается выражением Е 


Зк2 
В,=-^ 


7 - 
а. С. 5. 5. единиц 


м 
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ИЛИ 


а 
В, = 190- ом и ^в см). 


При излучении света атомами, где нельзя говорить о не- 
прерывном пополнении энергии, (198а) дает связанное с излучением 
ежесекундное уменьшение энергии и тем самым затухание 
испускаемого излучения, которое со своей стороны спектроскопически 
обнаруживается в виде расширения спектральной линии („ширина 
`‘затухания“). Одновременно (198а) дает время затухания испускания 
света отдельного атома — величину, которая в квантовой теории имеет 
огромное вначение, как средняя продолжитель- 
ность возбужденных состояний атома. 

До сих пор мы рассматривали лишь част- 


ное решение (193) общего колебательного урав- 2 + 
нения (192). Для элемента тока 1(%) 48 оно 7 -- ы. 
будет 
7 
ы ( г 5) ы: р и 
28 ис. 59. Излучение зам- 
е е.х г (99) кнутого колебательного 


контура, согласно урав- 
нению (200&а), определя- 


Но, возвращаясь к общим выраженикм (191) ется расстоянием между 
ы пластинами 1 и 2 кон- 

для А ио, мы легко увидим, что в отноше- денсатора 

нии процессов в волновой зоне это решение 

имеет гораздо более общее значение, если только сохраняется собтно- 

шение порядков величин 


- равмеры передатчика < ^ <». (200) 


Еели проводник передатчика состоит из согнутой некоторым обра- 
зом проволоки © поперечным сечением 4 и направлением оси 48, то 
в (191а) 24414: = Г. 4$ и мы получаем 


. (Е т, = 
А=— —_—А 0. 
[ 18 


Но если (200) выполняется, то как в числителе, так и в знаменателе 
можно заменить 7х на расстояние ‘ху точки наблюдения от начала коор- 
динат; тогда получаем 


Е [ [лы] < 
< 25 _® 


: 
о 


Предположим в частности, что передатчик состоит их двух металличе- _ 
ских тел |1 и 2, соединенных произвольно согнутой проволокой, и пусть 
емкость этих тел велика по сравнению с емкостью проводов. Тогда 

| ПВА 


—.— 
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во всякий емени тов в различных сечениях проволоки имеет 


одинаковую величину. Поэтом < 
Оо. 


А (а, зао, (2002) 


Но это выражение отличается от (199) только тем, что вместо 
2 
имеющегося там элемента 4$ здесь фигурирует вектор = т 48, пря- 
1 


молинейно соединяющий начало и конец провода. Следовательно, 
только один этот вектор и определяет собой произвольное излучение. 
Наибольшее значение он имеет при прямых антеннах беспроволочной 
телеграфии (разомкнутые колебательные цепи). Он исчезающе мал, 
котда проводящая ток проволока соединяет друг с другом обкладки 
конденсатора обычной конструкции (замкнутая колебательная цепь). 

Этими позднейшими замечаниями оправлываются наши действия, 
когда мы, рассматривая (5 61) цепь тока, состоящую из емкости 
и самоивдукции, пренебрегли излучением. С помощью последней фор- 
‚мулы можно в каждом конкретном случае оценить ошибку, которую 
мы допускаем, когда пренебрегаем излучением по сравнению с выде- 
лением Джоулева тепла, 


Д. ОБ ЭНЕРГИИ И СИЛАХ В МАКСВЕЛЛОВОЙ ТЕОРИИ 


1. ТЕРМОДИНАМИКА ЭНЕРГИИ ПОЛЯ 


$ 74. Энергия поля как свободная энергия. В наших прежних 
<соображениях (58 39 и 53) относительно связи между энергией поля 
и пондеромоторными силами мы принимали, что при достаточно мед- 
ленном изменении энергии поля, полученная механическая и электри- 
ческая работа равна уменьшению энергии поля. Именно из этого 
допущения, а также из и 


—— ва += нав 


< 


для изменения плотности энергии в рассматриваемом объеме, мы могли 
вывести как пондеромоторные силы, так и закон индукции. При таком 
баланее энергии выделение тепла появлялось лишь в виде связанной 
с токами проводимости „термически-химической“ отдачи — скажем, 
в виде Джоулева тепла или тепла Пельтье. Остановимся теперь подроб- 
нее на том, что происходит внутри непроводящего диэлект- 
рика. В наших прежних выводах нигде не говорилось о выделении 
тепла в таком изоляторе. При таких обстоятельетвах выводы эти 
остаются правильными только в том случае, когда к отдельным элемен- 
там объема при изменении их диэлектрической поляризации не подводи- 
лось и`когда у них не отнималось энергии в виде Тепла. Но необхо- 
димо считаться с возможностью, что, вообще говоря, температура 
термически иволированного материального объема может при его поля- 
ризации измениться. На первый взгляд для нашего прежнего баланса 
энергии отсюда не возникает никаких принципиальных трудностей. 
В самом деле, баланс можно было бы восстановить, если ввести доба- 
вочное требование, чтобы все электричеекие (а также магнитные) 
изменения состояния производились адиабатно. Правда, для этого 
пришлоеь бы при неоднородном поле положить теплопроводность 
вещества равной нулю, так как различно поляризованные элементы 
объема могут принять различные темнерахуры. Но на деле такая 
попытка насильственного спасения прежней теории была бы в высшей 
степени нецелесообразна, и провести ее было бы чрезвычайно трудно.. 
Прежде всего, в действительности всо вещества обладают конечной 
теплопроводностью. Поэтому’ эксперименты, предпринимаемые для про- 
_ верки теории, никогда не проводятся адиабатно, но, наоборот, по возмож- 
ности изотермически, т. е. с полным выравниванием могущих появиться 
_ разностей температур. Но кроме того нужно отметить еще следующее. 
_ Диэлектричеекая постоянная е в общем случае зави- 
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сит от температуры. Обычно она падает с возрастанием темпе- 
ратуры. Поэтому, если во время процесса температура меняется, то при 
вычислении энергии поля \ 


Е 
ты. 
че | «Еав 
0 


никак нельзя уже рассматривать г как постоянную, даже если, при 
поддерживании температуры постоянной, векторы Ю и Е будут друг 


2 
другу строго пропорциональны. Основное выражение Ве Е? Максвел- 


ловой теории для плотности энергии не может, следовательно, ни 
в коем случае претендовать на общее значение. Но, с другой сто- 
роны, все наши представления относительно пондеромоторных сил 
базируются как раз на этом выражении. 

Единственно разумный выход из этой трудности состоит в том, 


[2 + 
чтобы признать, что В Е? вообще представляет собой не плотность 


энергии, а плотность свободной энергии в термодинамическом. 
смысле этого слова. Необходимо привести эту величину в соответетвие 
со вторым началом термодинамики. Только тогда возможно вообще 
оправдать в полном объеме сделанные ранее выводы. Итак, откажемся 
от предложенного выше дополнительного требования, чтобы прежние 
выводы относились к адиабатным процессам. Примем, наоборот, что 
появляющаяся в них электрическая (и магнитная) поляризация про- 
исходит изотермически. Тогда всюду, где поле изменяется, как 
у отдельных элементов объема, так и у всей системы, как целого, 
будут длительно отниматьея или к ним будут подводиться те кКоли- 
чества тепла, которые необходимы для постоянства температуры. 
Рассмотрим 06060, в связи с $ 36, кубический сантиметр диолек- 
трика между пластинками конденсатора. К нему можно подвести энер- 


гию двояким образом: либо производя электрическую работу т ар 


(изменение заряда, находящегося на обкладках конденсатора), либо 
подведением тепла 4’©. Если не происходит каких-либо других изме- 
нений, то мы увеличили бы при этом энергию И системы конденса- 
тора и диэлектрика на величину 


аи=а9- а. 


При адиабатном процессе (4’9 =0) мы пришли бы, конечно, к рас- 
ых 1 
смотренному выше соотношению @0 == (= вар ) . Соглаено вто- 
' аднаб. 
рому началу термодинамики, существует функция состояния 5, назы- 
ваемая энтроцпией, — функция такого рода, что при обратимых 
процессах # 
= `а’9 = 145; (201а) _ 


Термические эффекты три постоянном объеме 239 


иными словами при сообщении системе малого количества тепла 4’0 
я увеличивается на величину [-{ * 

Веледствие тождества 
Та5=а(5Т) — ват 


г 


уравнение (201) можно написать в виде 
а ((— 175) = —ва7---—_ ват. (201) 


Если теперь мы зарядим конденсатор изотермически (4Г=0), 
то мы, значит, изменяем свободную энергию 
Е= 00—15 


р: 1 
на величину — Е. В случае ЭВ =Е получим 
п 


Е 
1 = С \ 
Е=-— | Ва = — Е, (201°) 
Е 4п 8" 
0 

где в может быть теперь любой функцией температуры. 

Обобщим теперь (201). Назовем — 4’”А работу, ватрачиваемую на 
систему при малом изменении. Тогда согласно первому началу 


ай=4о-а’А. (2014) 
Согласно второму началу при обратимых процессах 4’ = Т45; поэтому 
а(И— 15) = — ват--4’А. (201е) 


Отсюда следует, что при адиабатных процессах 4.А = 40; наоборот, 
при изотермических 4’А = Г. В этом смыеле свободная энергия 
играет для” изотермических обратимых процессов такую же роль, 
какую сама энергия играет при адиабатических процессах. 

Этими соображениями наши прежние выводы получают оправ- 
дание; нужно только иметь в виду, что они дают не баланс энергии 


вообще, а только балансе свободной энергии, и что общим принципом, 


служащим им основой, являетея не первое, а второе начало термо- 
динамики.. 

С таким общим результатом в руках, можно поставить себе задачу: 
действительно определить количество тепла, появляющееся при электри- 
ческой и магнитной поляризации. Особенно интересует нас вопрос 
о том, каким образом собственно меняется при наших изотермических 
процессах величина самой энергии (, раз мы знаем, что все выводы, 
сделанные нами до сих пор, относилиеь лишь к свободной энергии. 

$ 75. Термические эффекты при постоянном объеме. Применим 
основвые уравнения (20149) и (201е) термодинамики к кубическому 
сантиметру вещества, энергия которого может изменятьея, во-первых, 
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благодаря подводу тепла О и, во-вторых, благодаря совершению 
электрической или магнитной работы. Примем, что при этом удельный 
объем вещества заметно не меняется. Ограничимся далее случаем, 
когда векторы Е и Ю во всяком месте друг другу параллельны; 
то же относится к Н и В, так что с самого начала мы можем при 
вычислении говорить только 0б абсолютных величинах Е, Г), Н, В. 
Тогда согласно первому началу (2014) принимает вид 


ай =4о9- г Е. ар в случае электрического поля 


ай=ао-- = НаВ в случае магнитного поля. 


к 


На элементарных случаях плоского конденсатора $ 30 и замкну- 
той катушки $ 48 можно убедиться в том, что в написанных выше 
выражениях для энергии мы действительно имеем выражения для 
технической, измеряемой, например, в валт-секундах работы, в кото- 
рых о виде функций В =В(Н) и Р=0 (В) еще не сделано никаких 
допущений. Мы ограничимся в дальнейшем случаем олекзрической 
поляризации, так как формулы, справедливые для намагничения, по- 
лучаются презтым изменением обозначения (Н, В, № вместо Е, 0), г). 
Введем еще вместо /) электрическую поляризацию Р, пользуясь 
уравнением: . 


р=Е-4тР: 
тогда. мы имеем 


а—а9--а (5 №) ват. 


‚Лля упрощения разложим полную энергию на „вакуумную часть“ 


1 
в и на часть 0”, принадлежащую веществу диэлектрика: 
03 


1 ; р 
(= ВИ. _ (02а) 


Тогда, следовательно, . ` я 
- 40’ = Таб -- ЕаР. (2025). 


Сначала мы не будем пользоваться предположением, что Р прямо про- 
порциовальна силе поля Е; пусть, напротив, вещество характери- 
зуется тем, что поляризация 


Р=Р(Е, Г) 


известна из измерений как функция Е и Т. Наш вопрос состоит 
тенерь в том, чтобы установить, какой вид имеет тогда функция 


ОР. Е 
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Если решить (2025) относительно 4$ и представить себе, что (” 
и Р выражены через Е и Т, то 


1 [900’ дР Е 1-90 ОР 
8 —- (3 ЭТ —Е т) тт (58 —Е-3 28) ЧЕ. (2026) 
Для того, чтобы правая сторона представляла собой полный диффе- 
ренциал функции © =5(Ё, Г), необходимо, чтобы выполнялось тож- 


дество 
2 [25] 2 [25 
он ат] ОЕлОЕ/? 


где и ЗЕ даются множителями при @Т и аЕ с правой стороны 


У 
от 
последнего уравнения. Вычислением этого „условия интегрируемости“ 
получаем непосредственно: 

90’ Е 9Р РЯ дР 2024 
ть або 9 
Этим уравнением вопрос об изменении 0” при изотермическом изме- 
нении Ё решается в общем виде, так как функцию Р(ЁЕ, Т) нужно 
рассматривать как данную эмпирически. 
В частности, если функция Р линейна относительно Ё, т. е. если 


Р(Е, Т)==х (Г) ы Е, (202е) 
то мы имеем вещество, у которого коэффициент электризации зависит 


от Т, но не зависит от Е. Это соответствует поведению большинства, 
жидкостей. Тогда из (2024) получается 


5:5 у. жет: о в (2020) 
Здесь правая сторона не зависит от Е. В силу 
те 00а 
Е дЕ 9? 
получается 
в ттт}, (202е) 


где Г является совершенно неизвестной заранее функцией одной тем- 
пературы; в частности она еще будет содержать теплоемкость веще- 
ства. Для полной плотности энергии мы получаем таким образом 
согласно (202а) 


ОГ Вет. а 
или, вводя диэлектрическую постоянную 
у е—=1-- 4х, 
Т 4 
ига + | (202) 


16 Абрагам-Беккер. — Теофия электр. 
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Пока мы рассматриваем только изотермические изменения, остающаяся 
еще неизвестной функция температуры / (7) не играет никакой роли. 
7 
4 
Следовательно, тогда плотность энергии в 1-|- = ‘ат Раз больше 
= 
= 
чае, когда диэлектрическая постоянная не зависит 


плотности свободной энергии ЕЗ. Поэтому только в том слу- 
9 о 
от температуры, =— Е? может рассматриваться как 


плотность энергии вообще. 
У многих веществ коэффициент электризации обратно пропорциона- 


лен Г, т.е. д (Г) =тл. У таких тел у: Т, значит, не зависит от темпе- 


ратуры. В этом случае согласно (202Г) 0’ становится независимой 
п А+ 
от №. Плотность электрической энергии (— (7) становится тогда 


Е 
. 8 то 2 по 
равной не 5 2, а просто Е Е?!. 


Спраливается теперь, какое количество тепла 40 == Тау необхо- 
димо подводить к веществу, чтобы при изменении Е сохранялось 
постоянство температуры. Оно получается непосредственно из (2096), 
если в нем положить 47 ==0 и принять во внимание уравнение (2024): 


0Р ` 
чо==тТ (12 }. - аЕ. (2021) 
Следовательно, при справедливости уравнения (202е) 
1 4) х 
а29=—-Т. 38 а(Е®). 


При изотермическом увеличении поля от 0 до Е единицей объема 
поглощается таким образом тепло 


Н 
9=5- 2. ТЗ (202к) 


Итак, если у при возрастании температуры падает, то электри- 
ческая поляризация связана с’ положительным тепловым эффектом, 
т, е. вещество выделяет теплоту. 

Теплоемкости. Мы можем нагревать диэлектрик либо при 
постоянной поляризации Р (не меняя, значит, его электрического соетоя-_ 
ния), либо при постоянной силе поля Е. Последний случай экспери- 
ментально осуществляется наиболее просто, так как для этого доста- 
точно лишь поддерживаль постоянной разность потенциалов пластин 
конденсатора. Разность соответствующих теплоемкостей 1» и 1; 
определяется до конца, раз известна функция Р(Е, 7). Для вычиеле-_ 
ния 1» нужно рассматривать 0” в (2025) как функцию Ри Т. Тогда 


409—143 = г ат + (=). -_ ар. (0) 
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При АР=0 получается, следовательно, 


у 785 
ат. И 


С другой стороны, из (202е) для АЕ = 0 следует 


Е. 
а О 


Но если в 0’ = 0’ (Р, Т) считаль Р функцией Е и Т, то 
(##.-(8)--65).- (#9) 
И и а 


дР 90’ 
ке. 


Из (2021) следует далее ках условие иитегрируемости 
90’ ) Е 
те = =-7 (27) › 
9Р ] т в 


Е дЕ 
х {Е==ь— 1 о к и (202) 


Отеюда 


& потому 


Еели функция Р(ЁЕ, Т) дана, то для остающейся еще неизвестной 
производной получается 


ОР 

- ОЕ 
Ян. ОР 

98 

так что окончательно имеем 
а 
Е ор. (2020) 
дЕ 


Полагая в частности 
Р=х(Т)- Е 
получаем 
а, 
ЧЕ 1 Е о ‚ Е. 


16* 


1 
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Если теперь, уточняя дальше; положить коэффициент электризации 7х 
обратно пропорциональным абсолютной температуре, т. е. 


С 
ат 
то 
о 
АОН т 
я 


Че == р + `` Е°. 


$ 76. Термодинамическая теория электроетрикции. В этом па- 
раграфе мы применим оба начала термодинамики к схеме, предета- 
вленной на рис. 35, стр. 108. Две пластинки А и В конденсатора 
соединены с полюсами гальванической баттареи так, что между ними 
существует определенное однородное поле величины Е.’ Пластинки 
частично погружены в диэлектрическую жидкость, которая, со своей 
стороны, помимо неподвижных стенок, ограничена поршнем, находя- 
щимея ‘между пластинками; на него действует давление р’; второй 
поршень с давлением р находится в пространетве, где поля нет. Пуеть 
вся схема находится в термическом контакте с большим резервуаром 
тепла, с абсолютной температурой 7. Тогда четыре указанные вели- 
чины Е, р’, ро, ТГ очевидно не могут в состоянии равновесия быть 
независимыми друг от друга. Легко сообразить, что три из этих 
величин могут быть выбраны произвольно (например, Е, ру и Т), 
но тогда возможно только одно значение для р’, если мы не хотим, 
чтобы вся жидкость ушла из конденсатора или, наоборот, вся 
в него втянулась. Следовательно, между четырьмя назван- 
ными величинами может существовать одно и только 
одно соотношение. Найти это соотношение и является нашей 
целью в настоящем паратрафе. 

Введем следующие обозначения: 


Г, — полный объем 
части диэлектрика, находящейся между 


®, — удельный объем 
пластинками конденсатора. 


т. — масса, 


и Г, % т—-для соответствующих величин части диэлектрика, 
в которой поля нет. 

Пусть 0, 5, М — энергия, энтропия и масса всего диэлектрика. 
Тогда очевидно 


У, =т; И=то: М=т т. (203а) 


Пуеть физическая природа диэлектрика определяется электри- 
ческим и термическим уравнениями состояния. Это зна- 
чит, что известна зависимость поляризации Рот силы поля, удельного 
объема и температуры, и аналогично зависимость давления р в сво- 
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бодной от поля части диэлектрика от удельного объема и температуры. 
Таким образом мы знаем две функции 


Р=Р(Е, %, Т) (203Ъ) 

и 4 
Р=Р (®, 1). (208) 
Для обратимого изменения И общее уравнение (2014) теперь будет 
а0 = Та5-- Еа (Г.Р) — р’а7, — роаГ.. (2034) 


Замкнутая система находится в равновесии тогда, когда ее 
энтропия имеет наибольшее из всех возможных значений. Если, 
поэтому, © есть энтропия нашего диэлектрика, 5* при этом энтропия 
остальных систем, участвующих в нашей схеме (т.е. резервуара тепла, 
электрической балтареи и приспособлений для поддержания давления 
р’ и ро), то мы имеем равновесие, когда при заданных значениях 7, Е, р’, ро 
величина 9 --6* имеет максимум, т.е. она больше, чем в случае, 
если жидкость вытечет из конденсатора или войдет в конденсатор. 
'Гакое движение означает изменение масс и, ит., причем, однако, все 
время т, -|-- т. = М. Мы имеем, следовательно, условие равновесия 


85--85* —=0 (203е) 
при 
бт, = —6т, и 8Т=8Е=8р’ = =0. 
Рассматривая систему, обозначенную звездочкой, о Чик 
78* — — 80 ЕЦУ,Р) — ЗУ, — ро. 


В самом деле, как изменение энергии, так и ‘отдельные взличины 
работы всегда имеют у этой системы знак, противоположный знаку 
соответствующих величин диэлектрика при том же процессе. 

Если подставить это выражение для 05* в условие равновесия 
(203е), умножив последнее на—/7и принять еще во вкимание, что, 
в силу добавочного условия 6Т=6Е =8р’ =6р = 0, эти четыре 


величины можно вносить под знак вариации 9, то для указанной 
в (203е) вариации получается 


(И—18 — БУРИ, + ьР)=0 (2031) 


Величина, варьируемая по (2031), называется термодинамическим 
потенциалом %. Соглаено (2034), для любого изменения ® при обра- 
тимых изменениях 7, Е, р’, ро имеет место 


4&=—= —5аТ— И,РаЕ- УТ, ар’ -- То аро. (2035). 
С другой стороны, мы можем написать © в виде 


5 = т $, = 05 
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Где $, и 55 означают энтропию Фдиницы массы в поле и вне поля; 
в силу (203а) мы получаем тогда: 


4 = т, [ — $,4Т — ». РАЕ- вар’ + т — зат -- зар]. 
Введем здесь потенциалы, относящиеся к единице массы (удельные) 
4$, = —&аТ—®РаЕ- вар’; %, = (Т,Ер’) о 
и а — —заТ-Е тары (Три. с 


Тогда, мы получаем для термодинамического потенциала выражение 


ф= т, то, Т, Е, р’, Ро) == ту -- то 


в виде функции шести переменных 12%, 2%, 7, Е, р’ и Ро. 
Полный дифференциал этой функции от шести переменных совпадает 
с формулой (203%), справедливой для равновесных процессов, только 
в том случае, если постоянно 


0%, 9% 
Эт, 0 1 -- т» бт, == 0 
при бт, -- дт. = 0. 
Но это дает УСТ, Е, р’) = СТ, 5). (2031) 


Это уравнение содержит искомую общую связь между 
четырьмя переменными 7, И, р’ и р. 

Рассмотрим тенерь (2031) 060б0 для ивотермических изме- 
нений Е, р’, ро. Другими словами, будем считать 7’ заданной посто- 
янной и рассмотрим связь между Е, р’иру, даваемую (2031). В диф- 
ференциальной форме эта связь будет 


9% 1 
ыт т м ар / а 
Ро 
или, если подставить для фигурирующих здесь частных производных 
значения из (203%), то 
—Р.аЕ-- вар’ = ро. (203К) 


Это простое уравнение описывает как электро- 
стрикцию ($ 40), так и электрические поверхностные 
силы ($ 41). Заметим прежде всего, что правую сторону в (208К), 
на основании термического уравнения состояния (2036), можно напи- 
сать в виде полного дифференциала некоторой функции 


д 
Жо) = т 2:4. (203) 
6 


'Термодинамическая теория элевтростривции 247 


С другой стороны, р’ должно однозначно определяться через з; 
и Е, а, следовательно, 


О ‚ бре 
и 
и поэтому, соглаено (203К), 
др’ ар’ 
и Р-+ и ты | Че, г 4ь, = а»). (208т) 


Для того, чтобы левая сторона также представляла полный диффе- 
ренциал, необходимо, чтобы выполнялось условие интегрируемости 


д О Е 
выч), ава |. 


а потому 
др’ _ 0(5.Р) 
= ба (2031) 
Возьмем электрическое уравнение (2036) в особом виде 
Р(Е, Т,®,) = у(Т,5,) : Е. (2030) 
Тогда (2031) принимает вид 
ое 
9(Е*) 24%, 
или, интегрируя, 
1 9(%,- 
Иры) Е. ны , (208р) 
1 


в полном согласии с результатами электродинамической теорни $ 41. 
р(®,) предетавляет здесь давление, которое, согласно уравнению (2036), 
диэлектрик оказывал бы на стенку сосуда при отсутствии поля Е 
и при удельном объеме 5. 

Еели подставить в (2031) значения для Р из (2030) и для р’ из 


(203р), то имеем 
1 92 
__ 4ь; = а]. 


9(%,) 9 
а вы 


или также [согласно (203])] 


8, 
а [ее в) Аьл =айь. 


Таким образом, для частного случая (2030) интегрирование (208) 
выполнено до конца. Ибо очевидно, что 
9 


Пе) — Ишь) [2-4 
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отсюда получается формула электрострикции 
Гора 5 Ва 9% (2034) 


в полном согласии с выведенной ранее (1046) и подробно разобран- 
ной формулой. Вместо удельного объема ® мы пользуемся там обрат- 


: 1 
ной плотностью (=; и вместо коэффициента электризации у ди. 


электрической постоянной (г =1-{- 4т). 


„” 


П. ДЕЙСТВИЯ СИЛ ПРИ ПОЛЯХ, ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ ВО ВРЕМЕНИ. 


$ 77. Максвелловы натяжения и принципи действия и противо- 
действия. При рассуждениях $5 39, 53 относительно механических 
сил мы ограничивались покоящимися телами, находящимися в ста- 
ционарном электромагнитном поле. В 5$ 42 и 52 силовое воздействие, 
которое оказывают две системы зарядов и материальных тел друг 
на друга, удалось представить в виде поверхностных сил на произ- 
вольно проведенной поверхности раздела. При этих силах требуемое 
третьим законом Ньютона равенство действия и противодействия 
выполняется несомненно, ибо при изменении направления нормали 
к элементу поверхности на обратное поверхностная сила, выводимая 
из тензора натяжений, также меняет свой знак. 

Но что происходит с этими силами при быстро. переменных полях? 
— Теория Максвелла-Герца принимает, что и при сколь угодно быстро 
переменном электромагнитном поле полную силу, действующую на 
ограниченную область, можно попрежнему представить поверхностной 
силой, выводимой из Максвелловского тензора натяжений: 


к— 4 (т. т... (204а) 


Если п означает направление внешней нормали 4/, то составляющие 
Тьл. и Тьан, ПО 2 даются выражениями: 


эл. 


т. == (82-Е )} 603 (и, 2) * Е, В, 008 (и, у)-- 
бк у $ 4т у 


Ч-з- Е, Е, с0$ (п, 2) 
(204Ъ) 


= {Н—Н,?—Н)? } со (и, 2) и: Н, соз (п, у) -|- 


ыы 
-- ее Н,Н, с0$ (и, 2) 
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Исследуем теперь, какие следетвия вытекают из этого предполо- 
жения для силы К, отнесенной к единице объема; для нее мы 
положим: 


К ть к 4%. (204‹) 


Пользуясь тождеством (135) и (135а), мы прежде всего получаем 


1 д 1: 1 1 
К. ВВ) — 5-Е стаде -- —_ [го6Е, е Е] -- 


"и р: 1 
РН Н) —5-Н стар -- }- [го , рН]. 


Эта сила ЕК, отнесенная к единице объема, составляется теперь 
очевидно из трех различных частей. А именно, принимая во внима- 
ние уравнения Максвелла, 


(у (<Ю) = 40; у (Н) = 0; гоф В = 2 вен“ 1-Е в, 
получаем 
К = | Е. че. ч- К» (2044) 
где 
в 
К, = РЕ — 5 В? бтаде: (204е) 
К = СВ] ео Н? отаа в 204 
маг. с т 8х 5 ( 2) 
=» д 
К, = т 4те 9 [Е Н]. (2045) 


Из этих трех составных частей для силы, отнесенной к единице 
объема, две первые известны из прежних выводов. Они отличны от 
нуля только там, где имеется материя или заряды. Таким образом, 
величину К, --К„и Можно действительно считать силой, приложен- 
ной к материи, как это мы и предполагали раньше. Новой, наоборот, 
является третья часть К, характерная для полей переменных во. 

времени. Она теснейшим образом связана с вектором потока энергии 
Пойнтинга 


С ‹ 
8 = — ЕН]. 
4 
А именно 
_ 20% 
201 
Особенность этой силы состоит в том, что она не связана © нали- 
чием материи. Максвелловы натяжения дают движущую силу, дей- 


ствующую на пустоту, где однако нет материи, которая могла бы 
прийти в движение. 
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Этот результат получил основное значение для дальнейшего раз- 
вития теории. Первоначально (во времени Макевелла и Герца) 
К, интерпретировали как действительную силу, действующую на эфир. 
В то время, когда световой эфир и без того привыкли наделять меха- 
ническими свойствами, такое объяснение не казалось странным. Трез- 
тий закон Ньютона удовлетворяется выражением 204а. Закон о 
действии и противодействии для одной материи уже 
не справедлив. 

Обратное действие эфира на материю можно непосредственно про- 
верить на опыте, а именно на опыте с световым давлением. Пусть 
от источника света по направлению к зеркалу. излучается ограни- 
ченная серия волн. Пусть расстояние от источника до зеркала 
настолько велико, что ранее, чем первая волна дойдет до зеркала, 
вся серия волн уже выйдет из источника. В то время, как зеркало 
будет испытывать световое давление, определяемое величиной К, 
неточник свега вообще уже перестанет действовать. 

Таким образом, мы в самом деле имеем силу, действующую со 
стороны пустоты на зеркало, и вследствие равенства действия и иро- 
тиводействия, такую же силу, действующую со стороны зеркала на 
пуетоту. 

С нашими современными представлениями понятие о веществен- 
ном эфире и о силах, к нему приложенных, несовместимо. Теории, 
принимаемые в современной физике (электронная теория итеория 
относительности), признают только такие силы, которые прило- 
жены к материи. Соответственно этому они приводят к отличному 
от (204) выражению для’ силы К, отнесенной к единице объема. Раз- 
личие состоит именно в том, что вычитается как раз та часть, кото- 
рая только что давала нам силу, действующую на пустоту. Вели 
обозначить результирующую силу (на единицу объема) индексом. мал., 
то по теории относительности 


208 10%. В 
т Е К о, тах КЕ. п 62 9 5 Ро. 9 , (205) 
(стоящее еще рядом с К, -|-К,,,„ слагаемое м е в пустоте 


обращается в нуль. При эксопериментальном определенит Кит. ИМ, ПО 


причине его малости, всегда можно пренебрегать). Для результирую- 
щей силы К, „,‚ которая по (205) действует на ограниченный объем, 


получается таким образом 


Е ит Гат. о Мик) р [= $ 4#. (205а) 


Если обозначить через @&,, количество движения (импульс) материи, 
содержащейся в рассматриваемом объеме, и через ® импульс на 
единицу объема, то 


б,„. = в... 4%. 


мат. 
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Смысл К,,‚ состоит в том, что она определяет изменение во вре- 
мени ИР 


мат. 


т - 
мат. РЯ 


Подставляя сюда (205а), мы получим 


Гат а [в (8). 


Применим это уравнение к полной системе, т. е. к такой системе, 
электромагнитное поле которой всюду находится на конечном расетоя- 
нии, Если теперь проинтегрировать по столь большому объему, что на 
его поверхности поле всюду равно нулю, то получим 


1 
т 2ат @2-[- 8 8 42 == с0п54. (205Ъ) 


Но третий закон Ньютона гласит, что количество движекия замкнутой 
системы не изменяется во времени. Если держаться этого положения, 
то согласно последнему уравнению величину 


1 
58, 8 
необходимо рассматривать как импульс в единице объема. Мы ветре- 
чаемея здесь с важным результатом теории относительности, которая 
утверждает, что всякий поток энергии № связан с распределенным 
в объеме импульсом 


а 
в 8 (206) 


(эквивалентность инертной массы и энергии). 

Всякое электромагнитное излучение несет с собой импулье, опре- 
деляемый уравнением (206). 

Назовем ©, приходящимся на единицу объема импульсом излуче ‘ия и 


@,= / 5,4 


полным импульсом излучения, содержащегося в 5. Тогда воглаено (205Ъ)} 
закон количества движения принимает вид: 


Сумма 
О Е , 


материального импульса и импульса излучения в зам- 
кнутой системе не изменяется во времени. 


Е. ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ. 


1. ЗАДАЧИ ПО ВЕКТОРНОМУ ИСЧИСЛЕНИЮ, 


1. Длина вектора А | А|=5; с 0сью Й он составляет угол в 30°; его про- 
екция на плоскость ХУ образует с осью Х угол 45°. Проекция вектора В на 
ось Д будет В, =4. Его проекция на плоскость ХУ имеет длину 6 и обра- 
зует с осью Х угол -|- 120. Найти А -|+- В. Найти длину этого вектора, его 
составляющие в декартовой системе и его углы се координатными осями, 

2. Точка приложения силы К == (5, 10, 15) юж передвигается из точки 
(1, 0, 3) см в точку (3,—1,—6) см. Какую работу совершает при этом К? 

$. Определить скалярное произведение двух пространственных диатоналей 
куба с ребром, равным единице. Какой угол образуют эти диагонали? 

4. На единичных векторах 1, }, К прямоугольной системы координат, как 
на ребрах, построен куб с объемом, равным единице. Образовать скалярное 
и векторное произведения двух диагоналей граней; обе диагонали исходят 
из начала координат; какой угол образуют они друг с другом? Какова вели- 
чина одной из плоскостей тетраэдра, внисанного в этот куб? 

5. Найти составляющие по прямоугольным осям вектора длины 3, который 
с отрицательной осью Х, положительной осью У и отрицательной осью 
образует равные углы; в октант, указанный ему этими условиями, он идет 
из начала координат. 

6. Пусть А —вектор, проведенный из начала координат, и а‚—соответетву- 
ющий единичный вектор. Пусть, далее, г—вектор, проведенный из начала 
координат в переменную точку Р. 

Показать, что 

(а0-г) =! А| 


представляет собой уравнение той плоскости, которая проходит через. конеч- 
ную точку А и нормальна к А. з х 

7. Нормаль, опущенная из начала координат на плоскость Е, есть 
г = (2, 4, 6). Через начало проходит прямая с направляющими косинусами 


1 
(55, уз, о) Найти координаты точки ее пересечения с плоскостью Р. 


$. Пусть е—единичный вектори А—некоторый произвольный вектор; дока- 
зать формулу ` 


‚ А =е(А.е) -|- [2-1 -]] 


и показать, что она дает разложение А На составляющие, из которых одна 
параллельна е, а другая перпендикулярна е. 

9. Из начала координат проведен вектор (2, 2, 5); найти вектор, который 
проведен из точки Р == (1, 2, 1) перпендикулярно к первому вектору. 

10. Даны векторы а = (2, 1, 1) иЪ = (—1, $, 2). Найти составляющие осей 
той прямоугольной левой системы координат, у которой ось Х имеет вапра- 
вление а, а ось У лежит в плоскости а—№, с той же стороны от а, каки Ъ. 

11. Определить составляющие вектора г= (5, 8, 10) в координатной 
системе, определенной в предыдущей задаче. 

12. Конечные точки трех векторов а, Ъ, ©, проведенных из начала коор- 
динат, определяют некоторую плоскость. Каково ее расстояние от начала 
координат? 

(Сначала надо составить скалярные произведения а, № ис с нормалью 
к плоскости, которые в отдельности равны искомому расстоянию, и затем, 
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пользуясь теоремой Крамера, решить эти уравнения относительно составляю- 
щих единичного вектора нормали к плоскости). 

Каков геометрический смысл окончательной формулы? 

Указание. Объем тетраэдра, образуемого тремя ребрами параллелепипеда, 
равен Ш объема параллелепипеда. 

13. Тело вращается вокруг неподвижной оси; вектор поворота есть 
п = (50, - 80, -|- 100); скорость у точки г = (4, 5, 6) имеет при этом соста- 
вляющую по “Х у,=20 и составляющую по У уу = 30. Найти кратчайшее 
расстояние оси вралцения от начала координат. 

14. Твердое тело делает 300 оборотов в минуту вокруг оси, которая 
образует с осью Х угол 50°, с осью У угол 10° и направлена из начала, 
координат в первый октант. Какова скорость точки г = (4,5, 6) см? 

15. Конечные точки трех векторов а, Ъ, с, лежащих в одной плоскости 
и проведенных из начала координат, определяют треугольник. Какова его 
площадь, если а == (5, 1); № = ($, 6); е = (2, 10}? 

16. Векторы а = (6, 3, 1), № = (3, 6, 1) и с = (1, 3, 6) исходят из начала 
координат. Какова площадь треугольника, образованного их конечными точ- 
ками? 

17. По теореме Адамара для всякого детерминанта 


@1: @12 . . +. «@щ 
Чо @20 еее Сэт 

Пе... иена | (@ъ веобтвенные) 
1 Чо... - Ч 


справедливо неравенство 
и 


п ь 

9 — ® о р) РИ о 2 2 

ЕЕ И (Уч) = (а? Раз... а) (а? аз - .... + 42). 
4=1 №1 

.. (ал? Е ава НЕ *.* ®в ЯР ав”). 


Рассмотреть случай детерминанта с тремя строками, принимая элементы 
строки за составляющие некоторого вектора. Что тогда выражает собой это 
неравенство геометрически? Какую теорему геометрии на плоскости предета- 
вляет оно собой, если его написать для детерминанта с двумя строками? 

18. Сопоставим каждой точке пространственной кривой единичный век- 
тор % который при прохождении кривой в определенном направлении имеет 
направление скорости. Он указывает, следовательно, одновременно направле- 


ние касательной. Доказать, что (+) =0 (5 — длина дуги кривой, отечи- 


- & 
тываемая от произвольной точки). Каков геомезрический омысл =? 
* 


19. Пусть г-радиус-вектор, проведенный из начала координат, и а—посто- 
янный вектор. Вычислить градиент скалярного произведения а и г. 
20. Доказать формулу 


/ Глктаа 9 втаа 9 а = фэач. 
(Е) {по огр. кривой) 


Указание. Применить теорему Стокса и положить А = ота4 $, | 

21. Круговой диск вращается. в плоскости Р вокруг неподвижной точки 
< угловой скоростью «. Этим вращением каждой точке плоскости, лежащей 
внутри круга, сопоставляется вектор скорости у. Какова величина гоф у? 

22. Точки плоскости вращаются вокруг некоторой неподвижной точки 
< угловыми скоростями, которые зависят от расотояния от центра вращения: 
« = ®(г). Каков должен быть вид функции ® = (г), чтобы поле скоростей. 
было безвихревым? } в 
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23. Плоское центральное поле задано уравнением А =г./(|к|) = е/(х). 
Определить / (г) таким образом, чтобы в поле не было ни вихрей, ни источников. 

24. Пространственное центральное поле дано вектором А=Е/ (||) = 
=хг.И!). Определить /(`) таким образом, чтобы в поле не было ни вихрей, 
ни источников. 

25. Прямоугольные составляющие вектора суть 


где { есть заданная функция координат 2, 7, г. Представить А в виде вектор- 
ного произведения двух векторов и показаль, что 


(Ал) =0и (А сга41) = 0. 


|. ЗАДАЧИ ПО ЭЛЕКТРОСТАТИКЕ. 


26. С какой силой притягивались бы два равные и противоположные 
заряда, каждый в один кулон, на расстоянии в 1 хм? 

27. Положительное количество электричества -| е равномерно распределено 
впутри шара радиуса «а. Внутри этого роя зарядов находится отрицательный 
точечный заряд — е; определить силу, действующую на этот точечный заряд, 
как функцию расстояния от центра шара. 

28. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы диполь м из 
точки с силой поля Е удалить в бесконечность. Пусть а — угол между Е им. 
В частности, какую работу нужно затратить, чтобы удалить в бесконечность 
свободно вращающийся диполь? 

29. Точечный заряд в 0,5 электростатических единиц находится на рас- 
стоянии в 1 см от большого куска вещества с плоской границей, и притом из: 
2) металла (проводящая плоскость); Ъ) стекла, с диэлектрической постоянной 7. 
Какова в этих случаях сила, действующая на заряд? ‚ 

30. В однородном электрическом поле В находитоя металлический шар 
раднуса а. Как распределяется на его поверхности индуцированный заряд? 
Каково было бы распределение свободного поверхностного заряда на изоли- 
руюдщем шаре с диэлектрической постоянной =? 

Какова величина силы, действующей между металлическим игаром 
радиуса В, с зарядом И, и малым телом с зарядом е, находящимся на рас- 
стоянии т от центра шара? — Показать, что. шар и тело при некоторых обето- 
ятельствах могут притягивалься и в том случае, когда Ми имеют одина- 
ковый знак, 

32. Какой заряд можно подвести к металлическому шару с диаметром 
в 10 см, если диэлектрическая прочность воздуха равня 20000 вольт/см? 

. Какой минимальный радиус кривизны необходимо придать на углах 
проводящему стержню, заряженному до 10000 вольт, если диэлектрическая 
прочность воздуха равна 20000 вольт/см? Можно принять, что падение потен- 
циала на поверхности приблизительно равно падению на шаре. Падение 
потенциала на поверхности ребра длины ( (>> т), закругленного с раднусом *, 
принимается приближенно равным падению в центре эллипсоида вращения 
длины Ги с малой полуосью т; показать, что сила поля на ребре меньше, 
чем на угле, закругленном с тем же радиусом. 

84. Какова величина поверхностной плотности электрического заряда на 
поверхности земли в месте, где падение потенциала составляет 250 вольт/м? 
Какова величина силы, действующей здесь на 1 м? земной поверхности? 

35. Висящий на трубке мыльный пузырь при открытой трубке стягивается 
под влиянием поверхностного натяжения, которое составляет 50 эрг/ем. Можно 
ли путем сильного заряжения пузыря предотвратить его от полного сжатия? 
При этом следует иметь в виду ограниченную диэлектрическую прочность 
воздуха 20000 вольт/см. Едли да, то при каком диаметре останется пузырь? 

: $. Замкнутый мыльный пузырь с диаметром 6,0 см заряжается индук- 
ционной машиной до 27000 вольт, благодаря чему его диаметр увеличивается 


7 


( 
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до 8,0 см. Какова величина поверхностного натяжения нашего’ мыльного 
раствора? 

87. Очень длинный тонкий стержень с диэлектрической постоянной з поме- 
щается в однородное поле Е параллельно направлению поля. Каковы вели- 
чины Е и Ъ внутри стержня? 

88. В протяженном диэлектрике с диэлектрической постоянной е имеется 
однородное поле; пусть сила поля Е. Какова величина силы поля в полости, 
если последняя: а) имеет форму очень длинного тонкого цилиндра, параллель- 
ного линиям поля; 5) форму тонкой пластинки, нормальной к направлению, 
поля; с) шарообразна (ср. 8 34). 

89. В плоский конденсатор (расстояние пластин 4), который соединен 
с батареей в ТУ вольт, вдвигаютея стеклянные пластинки различных толщин 
(диэлектрическая постоянная =). Как зависят сила поля в стекле и в оста- 
ющемся воздушном. слое, а также емкость конденсатора от толщины = сте- 
клянной пластинки? Какова величина сил обоих полей, если конденсатор 
сначала отделяется от балтареи и только тогда вдвигается стеклянная 
пластинка? 

40. а) С какой силой (на 1 см?) притягиваютея обкладки плоского кон- 
денсатора при напряжении в 1000 вольт и расстоянии между пластинками 
в1 мм? 5) Какова величина силы, если после заряжения конденсатор отделить 
от балтареи (1000 вольт) и наполнить керосином (е = 2,0)? с) Какова ве- 
личина силы, если конденсатор сначала заполнить керосином и затем за- 
рядить? 

41. а) Какова величина силы, действующей на пластинки конденсатора, 
предыдущей задачи, если после заряжения конденсатор отделить от баттарен 
и вдвинуть парафиновую пластинку (е = 2,0) толщины 1 мм, не соприкасаясь 
с обкладками? р) Определить силу, если сначала вдвинуть парафиновую 
пластинку, а затем зарядить конденсатор. 

42. В Гауссовой системе мер источники электрического поля ия 
соотношением @у Е = 4лр. Единицы системы мер Неау119е-Гот6иф7а (так 
называемой „рациональной“) определяются так, что множитель 42 из этого 
соотношения выпадает; следовательно, 1х Е, ==р,. Каков будет в рациональ- 
ной системе мер множитель пропорциональности в законе Кулона? Как свя- 
заны рациональные единицы заряда, силы поля, напряжения и ‚емкости 
с Гауссовыми единицами? 

43. Два конденсатора, емкости которых С, =0,5 Е и С5=0,2 вЕ, 
соединяются последовательно и приключаются к постоянному напряжению 
220 вольт. Какой заряд находится на их обкладках, и какова величина на- 
пряжений на обоих конденсаторах? 

44. Два равные незаряженные в начале воздушные конденсатора. соеди- 
няются последовательно и приключаются к баттарее с напряжением У’ вольт. 
На какую величину изменится потенциал проволоки, соединяющей оба конден- 
салора, если один конденсатор заполнить жидкостью © диэлектрической 
постоянной =? 

45. Лва незаряженные вначале конденсатора с емкостями С, =1 ьЁ 
и 0, = 10 ьЕ соединяются последовательно и приключаются к баттарее, полюса 
которой по отношению к земле имеют потенциалы -|- 190 вольт и — 100 вольт. 
Провод, соединяющий 0б& конденсатора, заземляется. Какое количество элек- 
тричества протекает при этом через заземленный провод? 

46. Вычислить емкость единицы длины цилиндрического конденсатора, 
(дза очень длинные по сравнению с их раднусами концентрические пилиндры;. 
радиус внутреннего цилиндра а, внешнего — 6). Исходить из того факта, что 
поверхности уровня равномерно покрытой варядами прямой суть. концентри-- 
ческие цилиндры. 

47. Пусть для двух бесконечно длинных цилиндрических металлических. 
тел задача о потенциале решена, т. е. найден потенциал ф (2,9), который на, 
поверхности цилиндров принимает постоянные значения и всюду в проме- 


90° 
жуточном пространстве удовлетворяет уравнению Лапласа я -Н 5 = 0. Как. 


найти емкость системы двух цилиндров? 
48. Для плоской задачи даны поперечные сечения двух цилиндрических. 
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проводников, и изображено семейство эквипотенциальных линий, так что 
между каждыми двумя соседними линиями имеется одна и та же разность 
потенциалов. Как вычислить из этого изображения взаимную емкость этих 
двух тел (с той степенью точности, которая возможна при ограниченном 
числе эквипотенциальных линий)? 

49. Посредством функции %=и--  =[(2) комплексной переменной 
2==--% каждой точке плоскости 2 сопоставляется одно значение и = 44 (2, 1/) 
и одно значение © = (2, у). Показать: если существует 


ный 0 = — 45 
а —2 42 


2-2 


и, значит, что особенно важно, не зависит от пути, на котором 2, прибли- 
жается к 2, то как и (2,7), так и ®(т, у) удовлетворяют уравнению Лапласа 


я то же соответственно для $. 

Это значят: если 1 и 2 суть кривые, на которых, например, % принимает 
постоянные значения №; и мо, то и есть решение задачи о потенциале для пло- 
ского (цилиндрического) поля, которое создается двумя цилиндрическими 
металлическими телами с поперечными сечениями 1 и соответственно 2, когда 
последние имеют друг относительно друга напряжение и, — 4. Если и умно- 
жить на соответствующую постоянную, то получается распределение потен- 
циала для заданной разности потенциалов между 1 и 2. 

50. Посредством комплексной функции № =и-- 0 =ЕЁ (2) = Е (и 1) 


а 
(для которой мы принимаем, что она имеет производную Е 0, ср. зад. 49) 


каждой точке (2х, У) плоскости 2 сопоставляется точка (и, ®) плоскости 4. 
В плоскости 12 дана система В проводников (точнее говоря, сечений цилин- 
дрических проводников), и для этого случая решена задача о потенциале, 
т. е. найдена функция фот \, ®, которая на определенных линиях В прини- 
мает постоянные значения и удовлетворяет уравнению Лапласа. Пусть $ 
есть вещественная часть функции [ (4) =Фх--*%. Пусть, далее, в плоскости 2 
дана система А, и для нее ищется решение задачи о потенциале. Показать: 
если известна функция Ё(2), которая отражает плоскость 2 на плоскость 1% 
таким образом, что при этом фигура А переходит в фигуру В, то веществен- 
ная часть от Ё[Е(2)] =Ё[Е (%-- 9))] есть искомая потенциальная функция 
для системы А. —В каком соотношении находятся емкость двух проводников 
в А и емкость соответствующих им в В? : 
51. Определить емкость (на сантиметр) двойного провода, т. е, двух 
параллельных цилиндров © радиусом 7 и расстоянием между центрами 4 (>> ”); 


1 
для этого с помощью функции 10 = — › при подходящем выборе нулевой точки 


отображения, переведем концентрический цилиндрический конденсатор в такой 
двойной провод. 


1 
Емкость сантиметра длины цилиндрического конденсатора есть 5, 
2щ— 
а 
если а и суть радиусы внутреннего и соответственно наружного цилиндра. 
1 
(При отображении посредством — из всех окружностей, которые не проходят 
через начало, получаются окружности; из окружностей, проходящих через 
начало координат, получаются прямые |. 


Задачи по постоянному току #57 


1 
52. Так как -; предоставляет собой решение уравнения потенциала, Аф = 0, 
то решениями Ау =0 должны быть также функции 


92 1 
ит () 


(а, Ъ, с суть постоянные). При каком расположенни точечных зарядов вблизи 
начала координат создаются на большом расстоянии потенциалы Г, 9, 
Указание. Два точечных заряда для Г, четыре точечных заряда для 9 и 1. 


Ш. ЗАДАЧИ ПО ПОСТОЯННОМУ ТОКУ 


К 53. Какова длина вольфрамовой нити в лампочке накаливания, если при 
220 вольтах лампа потребляет 50 ватт, и диаметр нити составляет 25 2? Удель- 
ное сопротивление вольфрама приближенно следует принять пропорциональ- 
ным абсолютной температуре; при 18° С оно равняется 0,056 ом/см. Температура 
нити пусть будет 2500° абс. 

54. Какова величина тока в первый момент после включения вольфрамовой 
лампы на 650 ватт при 220 вольтах? Во сколько раз он больше рабочего тока? 
(необходимые данные см. в предыдущей задаче). Температура окружающего 
пространства. пусть будет 18° С. 

55. В медный провод с поперечным сечением 1 мм? поставлен предохра- 
нитель из серебряной проволоки диаметром 0,2 мм. Вычислить приближенно 
(пренебрегая теплоотдачей), сколько пройдет времени до момента, когда предо- 
хранитель переплавится, если при коротком замыкании идет ток в 20 ампер; 
каково будет нагревание медного провода в этот момент? Теплоемкоеть 


серебра 0,055 кал/гр °С; удельное сопротивление равно 0,016.10“ ом/ем; 
точка плавления лежит при 961°С. Медь имеет тепфоемкость 0,091 кал/гр® С 
и удельное сопротивление 0,017. 10—“ ом/см. 

Я 56. От 220-вольтового генератора идет к месту потребления, где одно- 
временно горят две 100 ваттные лампы, двойная проводка длины 300 ж 
с поперечным сечением меди 2ЖХ1 мм?. На сколько упадет напряжение 
на лампах, если включить утюг, потребляющий мощность 500 ватт? 

Хх 57; К 220-вольтовой сети приключены: 6 лампочек накаливания на 220 вольт, 
50 ватт; лампа накаливания на 8 вольт и 6 амперов с соответствующим доба- 


; 1 
вочным сопротивлением и мотор, который при 220 вольтах дает $25 и имеет 


коэффициент полезного действия 75%. Какова величина сопротивления всей 
нагрузки, величина общего тока и общей мощности? Какова величина доба- 
вочного сопротивления восьмивольтовой лампы? 

58. В электрическом, чайнике при 220 вольтах и 3 амперах литр воды, 
имеющий ‚первоначальную температуру 18° С, закипает в 11 минут. Каков его 
коэффициент полезного действия, т. е. сколько процентов подведенной энер- 
гии затрачивается на ‘нагревание воды? 

59. а) Амперметр имеет внутреннее сопротивление В. Каковы должны 
быть сопротивления шунтов, которые дают возможность увеличить область 
измерения в в раз? }) Вольтметр имеет внутреннее сопротивление Ё. Какую 
величину должны иметь добавочные сопротивления, позволяющие увеличить 
область измерения в ® раз? 

60. Имеется % аккумуляторов с внутренним сопротивлением В; и электро- 
движущей силой `И; каждые й аккумуляторов соединяются последовательно, 


п 
и полученные -_ групи соединяются параллельно. Чему должно быть 


17 Абрагам-Беккер. — Теория олектр. 
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равно К, чтобы в сопротивлении нагрузки № получить наибольшую мощность, 
и какова величина этой мощности? 

61. Отброе гальванометра с вращающейся катушкой пропорционален току 
и числу витков ® вращающейся катушки. Так как для намотки вращающейся 
катушки отведен определенный объем, то можно получить немного 
витков из толстой проволоки или много витков из тонкой проволоки; произве- 
дение из числа витков ® и поперечного сечения вращающейся катушки 9 
является приблизительно постоянным: 7% - 4 = Е. Какова должна быть обмотка 
вращающейся катушки, чтобы при данной электродвижущей силе ТУ и внеш- 
нем сопротивлении А, отброс гальванометра был максимальным? 

2. Пусть известна емкость С системы из двух металлических тел про- 
извельной формы (или емкость металлического тела, когда оно в поле одно). 
Пусть все пространство вне металлических тел будет заполнено средой 
с удельным сопротивлением р ом/см; пусть р много больше, чем удельное 
сопротивление металла, так что падением напряжения в металлических электро- 
дах можно пренебречь. Каково сопротивление К системы при прохожде- 
ний тока от одного металлического тела к другому? 

68. Аппарат заземлен с помощью полушарообразного металлического 
электрода радиуса т = 10 см; шар опущен в землю так, что ‘большой круг 
лежит на поверхности земли. Удельное сопротивление земли в данном месте 
пусть 10000 ом/см. Каково сопротивление заземления? 

-64. Элемент Даниэля состоит из двух концентрических цилиндров, мед- 
ного и цинкового, с радиусами а и 6; пусть высота будет й. Удельное сопро- 
тивление кислого раствора медного купороса пусть будет р ом/см; каково 
„внутреннее сопротивление“ элемента? Емкость каждого сантиметра длины 


1 
цилиндрического конденсатора т, гдо а и 5— радиусы внутреннего 
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и соответственно наружного цилиндров. 

Внутренность плоского конденсатора с расстоянием между пластин- 
ками 4 состоит из двух слоев, которые имеют толщины 4, и 4, диэлектриче- 
ские постоянные в; и =, проводимости с; и 9%; 4, | 4. =4. К пластинам при- 
ложено напряжение ТУ. Какова величинасил полей Е, и Е и смещений Ъ, и 9.2 
Какова поверхностная плотность истинного и свободного заряда на плоскости 
раздела обоих слоев? Какова величина силы тока, проходящего через кон- 
денсатор? Рассмотреть предельный случай с; = 0. 

66. Плоский конденсатор заполнен веществом с проводимостью © и ди- 
электрической постоянной =. При соприкосновении с клеммами баттареи он 
мгновенно заряжается до напряжения У. Найти время релаксации, т. е. время, 
по истечении которого заряд (или напряжение) конденсатора уменьшится 


ве раз. 


__ 459 й 


67. Уравнение р=ре “ (ст. 120), как видно по его выводу, справед- 
ливо вообще, если только в рассматриваемой области пространства сие 
постоянны. Если, например, определенное количество электричества в момент 
времени # = 0 концентрировалось внутри очень малой сферы, в то время как 
остальные места проводящей сферы не имели никаких зарядов, то это усло- 
вие гласит, что все места, не заряженные вначале, — даже пространство, непо- 
вредственно окружающее малую заряженную область, — во время затухания 
заряда в сфере постоянно будут оставаться электрически ‘нейтральными. Если 
бы в сфере в момент времени $ =0 содержалось некоторое количество тепла, 
оно вело бы себя совсем иначе: оно растеклось бы по соседним местам, 
в то время как первоначальный электрический заряд стянется, так ска- 
зать, во внутрь себя, не заряжая соседних мест. Объяснить, в чем дело. 

68. Очень большой шар с проводимостью с и диэлектрической постоян- 
ной = находится в пустоте; пусть в его центре, как в предыдущей задаче, 
в момент времени {=0 имеется определенный заряд внутри очень малого 
пара. Так как общий заряд всей системы должен оставаться постоянным, 
то заряд, экспоненциально исчезающий в центре, начинает появляться на 
новерхности большого уже в первый момент, независимо от величины ра- 


у 


х 
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днуса. Требуется показаль, что это явление (согласно теории относитель- 
ности) все же нельзя использовать для того, чтобы передавать сигналы 
в бесконечно большой скоростью. 

(69) Большой шар радиуса 6 состоит из материала с проводимостью с 
и диэлектрической постоянной г. На поверхности концентрического с ним 
малого шара с радиусом а распределен равномерно в момент времени #=0 
заряд ©. /Вычислить выделяющееся Джоулево тепло при растекании этого 
заряда и показать, что оно равно уменьшению электростатической энергии, 
происходящему вследствие растекания заряда. : 


ТУ. ЗАДАЧИ ПО ПОСТОЯННОМУ МАГНЕТИЗМУ 


#0. Вычислить силу поля, создаваемую диполем ш в конечной точке 
радиуса вектора г, проведенного из диполя. 

71. Магнитное поле земли можно с достаточным приближением предста- 
вить как поле магнитного диполя. Какова величина момента этого диполя, 
если за среднее значение горизонтального напряжения на магнитной ши- 
роте 45° принять Н = 0,28 гауссов? Каково должно быть отношение между 
горизонтальным напряжением на магнитном экваторе и вертикальным напря- 
жением на магнитных полюсах? 

72. Показать (при том же предположении, как и в предыдущей задаче), 
как зависит наклонение % от магнитной широты 8? 

78. Молекулы парамагнитного газа представляют собой малые магнитные 
диполи момента, |. В однородном магнитном поле Н они установились бы 
в направлении поля, если бы им не мешало тепловое движение. Веледетвие 
теплового движения в каждый момент времени имеются молекулы любой 
ориентации, но только число тех молекул, направление которых сильно откло- 
няется от направления поля, меньше. Распределение диполей вокруг напра- 
вления поля дается формулой Максвелла-Больцмана 


__Е 
4п= А-е *7Т ды, 
Здесь 4 есть число тех диполей, направления которых лежат внутри телес- 
ного угла ах; Е есть энергия такого диполя, который с полем Н составляет 


угол а (Е = — „Нсоза); К есть постоянная Больцмана == 1,36 +1016 эрг/?С; 
множитель пропорциональности А определяется тем, что интегрирование 4% 
по всем направлениям простринства (по полному телесному углу 4") должно 
дать общее число всех молекул. Какова величина магнитного насыщения 


ре магнитный момент 
, магнитный момент 1% газа, если все диполи 
1 х газа 
ориентированы по направлению поля 
при температуре Ти силе поля Н? 
74, Результатом предыдущей задачи была „формула Ланжевена“ 


б 1 
я: ще 


‚где 


ви. 
&Т 


\ с 
Найти предельные значения — для а < 1 и для а > 1 и показать, что 
0 


а = 


р 


формула Кюри = [Уравнение (119Ъ)] является хорошим приближением 


формулы Ланжевена для малых а. Как связаны | и 5 с постоянной Кюри 03 
Вычислить магнитный момент грамм-молекулы из постоянной Кюри. 

Пусть железный шар с радиусом а=5 см однородно намагничен до 
насыщения (идеально твердый магнит; для железа 4^М., = 22000). Какова 


и 


= > 


^ 
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величина его дипольного момента? Какова величина В и Н в шаре? Как рас- 
пределены на поверхности шара поверхностное расхождение М и плотность 
свободного тока? Каково наивысшее значение свободного тока в ампер/см? 

76. Вычислить во виешнем пространстве поле железного шара, упомяну- 
того в предыдущей задаче. 

77. От диполя ш, к диполю ш, проведен радиус-вектор г. Какова вели- 
чина энергии сосуществования обоих диполей? 

78. Магнитная стрелка момента |ш | =100 магнито-статических единиц 
плавает в горизонтальном положении на пробке в океане. Где оиа будет 
находиться в устойчивом равновесии и где в неустойчивом? Какова величина 
разности энергии между этими двумя положениями? Ответить на этот вопрос 
также для случая, когда магнитная стрелка воткнута в пробку вертикально. 
Магнитное поле земли нужно рассматривать, как и раньше, как поле диполя, 
момент которого равняется 8,3 - 10% магнито-статических единиц. 

79. От диполя и! к диполю т. проведен радиус вектор г. Какая сила 
действует на шо? Как зависит сила, действующая между двумя малыми сво- 
бодноподвижными магнитными стрелками, от расстояния между ними? 


У. ЗАДАЧИ ПО ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМУ 


80. На железное кольцо с диаметром 4=20 см и поперечным сечением 
— 10 см? намотано 600 витков; какова величина потока индукции в, 4 
в кольце, если через обмотки идет ток 1 = 1,0 амп.? Пусть р. будет равно 600. 
81. Железное кольцо предыдущей задачи имеет междужелезный слой 
ширины 8 см, однако не настолько широкий, чтобы нужно было в нашей 
задаче учитывать рассеяние силовых линий в слое. Как зависит поток индук- 
ции от 5? Какова его величина при 8 = 0,1, 1 и 5 мм? 
82. Вычислить энергию поля в железе, энергию поля в междужелезном 
пространстве, полную энергию поля и коэффициент самоиндукции (в генри) 
железного кольца с прорезом, указанного в предыдущей задаче, для трех 


: в Ск там прорезов, 


83. С какой силой притягиваются полюса прорезанного железного кольца, 
задачи 80? Разобрать баланс энергии при сближении полюсов (упругая 
энергия в железе при этом не учитывается), 

\/ 84. С какой силой (на 1 см) отталкиваются провода двойной проводки, 
находящиеся на расстоянии 30 см, при токе в 50 ампер? 

85. Гальванометр с вращающейся катушкой имеет квадратную катушку 
с размером сторон 2 см и 100 витками; катушка вращается вокруг вертикаль- 


ной оси. Крутящий момент подвеса равен 10-2» вес см/град. угла. Верти- 
кальные стороны катушки находятся в поле 1000 эрстед, которое по отно- 
шению к оси вращения направлено радиально. Какова величина углового 
отклонения на миллиампер? Какому току соответствует отклонение в 1 мм 
на шкале, удаленной на 2 м, если инструмент используют как зеркальный 
гальванометр? 

86. Струнный гальванометр состоит из вертикально натянутой тонкой, 
проводящей ток проволоки, находящейся в однородном горизонтальном махг- 
нитном поле... Отклонение оси проволоки в направлении, перпендикулярном 
к силовым линиям, наблюдается с помощью микроскопа. Каково это откло- 
вение, если сила тока Г =1 миллиамперу, длина проволоки = 5 см, (упругое) 
натяжение проволоки = 0,2 % веса и сила магнитного поля Н == 500 эрстедам? 
Проводящая ток проволока имеет форму нараболы с уравнением относи- 
тельно вершины: У == т 27, где р есть поперечная нагрузка на единицу длины, 
а Й— продольное натяжение. 

87. Прямой провод длины и направления 8 движется со скоростью и 
в магнитном поле В. Его концы соединены посредством подвижных контак- 
тов с неподвижным проводником, который вместе с ним образует замкнутую 
цепь. Какова величина индуцированной электродвижущей силы в этой цепи 
(в вольтах)? 

88. Железнодорожные рельсы изолированы друг от друга и от земли 
(например, посредством пронпитанных маслом шпал) и соединены через милли- 
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вольтметр. Каково будет показание инструмента, если по рельсам проходит 
поезд со скоростью 100 км/час? Вертикальное напряжение магнитного поля 
земли пусть равно 0,15 эрстед; расстояние между рельсами при нормальной 
колее равно 1435 мм. 

89. Кольцо из медной проволоки с диаметром в 20 см и поперечным сече- 
нием проволоки в 1 мм? вращается в поле земли вокруг вертикальной оси 
с 300 об./мин. Сколько Джоулева тепла выделяется в минуту? Какова вели- 
чина среднего момента, необходимого для вращения кольца, и какова величина 
максимального момента, вращения? 

90. Как зависит сила тока в медном кольце предыдущей задачи от угла а 
между нормалью к кольцу и полем земли? Определить величину силы поля, 
создаваемой этим током в центре кольца, как функцию ‹ё. Найти величину 
и направление результирующей силы поля в центре кольца в зависимости 
от ©. На какой угол отклонится помещенная здесь магнитная стрелка? 

91. Для гальванометра с вращающейся катушкой известны: 1) сопроти- 
вление В, пирнна 6, высота Ги число витков % вращающейся катушки; 2) сила 
поля Н (радиальная) в воздушном промежутке; 3) полупериод колебания 


при разомкнутых клеммах; 4) отклонение С в угловых градусах, отнесенное | 


к 1 амперу. Какое внешнее сопротивление В, необходимо для предельно- 
апериодических отклонений гальванометра? 

92. Дроссельная катушка без сердечника с самоиндукцией 0,3 генри и 
действующим сопротивлением 20 ом присоединяется к переменному напряже- 
нию 220 вольт еН. и частотой 50 герц. Какое количество тепла (в калбриях) 
выделяется в минуту в катушке? 

98. Сопротивление в 10 ом, катушка с самоиндукцией в 0,5 генри и кон- 
денсатор с емкостью 0,5 микрофарад присоединены последовательно к синубои- 
дально-переменному напряжению, эффективное значение которого — 220 вольт, 
а частота — 50 герц. Какова величина эффективного тока, каков сдвиг фазы 
тока относительно напряжения, какова величина эффективной и безваттной 
мощности? 

94. Напряжение генератора переменного тока не является чисто синусои- 
дальным, но наряду с основным колебанием частоты у содержит еще гармо- 
ническое колебание третьего и седьмого порядка (частоты которых, следова- 
тельно, Зуи 71%). Пусть амплитуда гармонического колебания третьего порядка 
составляет 50/, амплитуда колебания седьмого порядка — 1%/, амплитуды 
основного колебания. Каковы амплитуды двух гармонических колебаний 
высшего порядка (выраженные в процентах основной амплитуды) у тока, кото- 
рый возниквет, если замкнуть тенератор: а) через дроссельную катушку 
® ничтожным омическим сопротивлением и Ъ) через конденсатор? 

95. а) Три проводника соединены друг с другом звездочкой; по ним идут 
синусондально-переменные токи одинаковой частоты и амплитуды, но фаза у 


Эт 
каждого проводника по отношению к предшествующему сдвинута на 3 („соеди- 


нение звездой“ трехфазной системы). Показать, что сумма токов, сходящихся 
в точке соединения, во всякий момент равна нулю. Ъ) Три катушки расположены 
звездообразно, симметрично относительно центра, в котором пересекаются их 
оси. По ним идут токи трехфазной системы. Каждая катушка создает в центре 
звезды синусоидально-переменное во времени магнитное поле с амплитудой 5; 
направление поля совпадает с осью катушки; силы поля, создаваемые тремя 
катушками, по своей величине во времени и по своему направлению в про- 


2® 
странетве сдвинуты каждая относительно других на — Как меняется во 


времени результирующая сила поля в пентре „звезды“? 

96. Дроссельная катушка с коэффициентом самоиндукции 1 =1 генри 
и сопротивлением Д =1 ому приключается в момент времени # = 0 к баттарее 
< постоянной электродвижущей силой ТУ. Определить, как ток будет изме- 
няться во времени. Сколько пройдет времени до момента, когда ток разо- 
вьется до 15/0? 

97. Резонатор (какие раньше часто применялись для обнаружения электри- 
_ ческих колебаний) состоит из кольца радиуса В =5 см из медной проволоки 
` (диаметр 2^ =1 мм); в кольце сделан прорез, и к обоим концам проволоки приде- 
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ланы круглые параллельные металлические пластинки (с диаметром а = 5см), 
которые в качестве обкладок плоского конденсатора представляют емкость 
‚цепи. Если резонатор находится в переменном поле, частота которого при- 
мерно совпадает с частотой собетвенных колебаний резонатора, то в малом 
искровом промежутке, находящемся между пластинами, будут проскакивать 
искры. Каково должно быть расстояние между пластинками, чтобы обнару- 
жить электрические волны с длиной волны ^ = 10 м? 

98. а) Энергия солнечной радиации, попадающая в 1 минуту на площадку 
земной поверхности, нормальную к лучу, величиной в 1 см”, составляет при- 
мерно 2,2 кал. („солнечная постоянная“). Вычислить среднее квадратичное 
значение электрической (в вольт/см) и магнитной силы поля (в эрстедах) 
в солнечном свете. Ъ) Каково среднее квадратичное зйачение электрической 
и магнитной силы поля в излучении 50-ваттной лампы на расстоянии 1 м, 
если предположить, что лампа всю подлведенную к ней энергию отдает в виде 
лучеиспускания? | 

99. Кольцо, по которому проходит ток, создает на большем расстоянии 
такое же поле, как „магнитный диполь“. Требуется, основываясь на этой 
эквивалентности и применяя уравнения Максвелла, вычислить из формул для 
колеблющегося электрического диполя поле, которое создается на большом 
расстоянии катушкой, по которой проходит переменный ток (излучение рамоч- 
ной антенны). у 

100. Плоская волна 


у ава сз (# ->) 
Н, =азп 2лу (. —=) 


падает при 2 ==0 на нормальную к оси Х плоскую поверхность проводника, 
простирающегося вправо до бесконечности. Каково производимое ей световое 
давление? Какое давление (в #1/см?) производит солнечная радиация на земную 
поверхность (при нормальном падении и пренебрежении отражением)? 
Указание. Значение постоянной солнечной радиации ом. в задаче 97. 
101. Внутри поглощающего тела вектор Е световой волны создает плот- 
ность тока ], которая совместно с вектором Н вызывает силу, на единицу 


объема, Е=-- Н]. Показать, что световое давление р, упомянутое в преды- 
дущей задаче, на основании уравнений Максвелла, тождественно © интегралом 
со 


от Е по объему ($ = Е. = = , 
РЕШЕНИЯ 
2% (А-В), = — 1,28; а = 96,52 
(А--Б), =- 6,97; В = 50,4° 
(А-В), = + 8,33; д = 40,3° 
А В| = 10,9; 
2. А = — 135 ж4. см, т. е. при перемещении против силы К должна быть. 
затрачена работа 135 ка. см. 
8. | (аЪ) | =1, 
а = 10,5°. 


4. Скалярное произведение равно 1; угол 60°; шееть векторных про- 
СВЕ которые можно образовать из трех диагоналей, лежащих в гранях, 
удут - 
=(-ьЬу Е) 
= —рю); 
20.) К) 
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площадь грани тетраэдра равна, половине абсолютной величины векторного про- 
3 


изведения, т. е. во 


5. Уз Уз, —У3. 

6. Уравнение представляет плоскость, потому что оно линейно относи- 
тельно координат Р; плоскость проходит через конечную точку вектора а, 
потому, что уравнение удовлетворяется при г ==а; эта плоскость нормальна 
к а, потому что все другие векторы, которые удовлетворяют уравнению, но 
не имеют направление а,, должны быть длиннее, чтобы скалярный потенциал 
получил заданную величину. 

7. (9,3; 9,3; 0). 8. Сразу же получается из формулы [А [ВФ]. 


1 4 2 
и. 
10. Единичные векторы суть 
е, = (0,817, 0,409, 0,409); 
е› = (— 0,566, ОлОТ, — 0,425); 


= (0,115, 0,519, — 0,809); 
11. (11,4; 11; —2,9). 


12. Расстояние равно 
а 
УВЕ 
где 
а, а, а, 
р =|Ъ, Ъ, Ъ, |; 


би бу 


& = (Вс, — №,с,) =. (суа» — са) (аъ, ие ,№,); 
= (ъ. ©. — ъ, сз) НЕ (с. а, — с; а.) ЧЕ (а. Я а,.Ъ,); 
=— (с, Ро Ъус,) Е (са, — < а,) -- (а, 5 0»); 
геометрически эта формула равнозначна вычислению высоты тетраэдра по 
объему и площади основания (ср. задачи 15 и 16). 

18. 0,68. 14. у = (—43,1; — 35,0; -- 58,1) см/сек. 

О 2-21 02—13. 

17. Из всех параллелепипедов с данными длинами ребер наибольший 
объем имеет прямоугольный. Из всех треугольников с двумя заданными 
сторонами наибольшую площадь имеет тот, у которого эти две стороны обра- 
зуют прямой угол. 


18. Из @ =1 следует (: %) ==0; г. есть кривизна кривой, т.е. вектор, 


который направлен к центру кривизны, и величина которого равна обратной 
величине радиуса кривизны. 
19. сгаа (аг) =а. ` 
20. Выходит непосредственно, если в теорему Стокса подставить 
то$ (9 га $) = [рта ф та 4. 


21. те. от. 8870. 
24) = 9908". 
95, А = [г вн Фр, отвуда непосредственно от оба, предложения. 
26. 7. 97. 
а 
28. .с0$ а. Если диполь свободноподвижен, то в этой формуле 
608 а = 1. 


#{ ` 
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29. а) 64-10 б» —Ъ) 43-10-54. 
30. Металлический шар: ® = г соз $; 


диэлектрический шар: ®об = 2%. 1. сов $, 

о ЕН Е 
се 
82. 9 = 1667 ССЗЕ == 5,56 . 10‘ кулонам. 


74 
33. г—=5 см. Если У есть напряжение, то сила поля на углу <> 5 


ребре же (в центре эллипсоида вращения) - ‹ м (151). 


|1 — 
` т 
84. = 66-10 “С@ЗЕ/сж; —К=238.10-? дин/м. 
$5. т=11 мм. — 86. а=46 эрг/сн?. 37. Е=Е; О=еЮ. 
| 8= 1 
38. . | = В -|- 4^Р; ее ЕЕ р 
а) Е; Ъ)-Е=Е--4=Р; 6) лье Е ь 4"Р 


ЕЙ 
39. В стекле Е = эре. в воздухе Е = в 
[5 


Е ВН ЕН 
41  п--(4а=2е 
Если вдвигать стеклянную пластинку после отключения конденсатора от 


баттареи, то в стекле а’ в’ воздухе Е=. 


40. а) Сила = К = 44,3 дин/см?; Ъ) сила = г = 29,9 дин/см?, ©) сила =2К = 
= 88,6 дин/см?. 
41. а) Сила = К = 44,3 дин/см?; Ъ) сила =4К = 191,2 дин/см?. 


42. Коэффициент пропорциональности = =. 


Рациональная единица заряда равна т Гауссовой единицы; 
т 
хе % силы поля ь У 4 , » 
» » напряжения „ У4к » » 
1 
> = емкости г та ъ 5 
48. 9=3,15: 10-5 кулонам = 945 000 С@$Е. 
У, = 68 вольтам; У, =157 вольтам. 
1 =е—1' 
ай 
45. 9. 10—* кулонов =2,7 . 10° С65Е. 
=“. | 
аш — 
а 
1 
47. бб =. Я та4 43. 
4т (92 — 91) [ета 9] 


Интеграл вужно распространить по окружности цилиндра. 
48. Из 4по = |5 2) 5 получается следующее построение: силовые 


линии (траектории, ортогональные к эквипотенциальным линиям) нужно 
изобразить так, чтобы в каждом месте расстояние между двумя соведними 
линиями равнялось расстоянию между эквипотенциальными линиями на 
том же самом месте (чтобы, следовательно, сеть обонх семейств линий состо- 
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яла из ячеек, длина и ширина которых друг другу равны). Если рассматривать 
участок цилиндрической системы, длина которого равна 1 см, то поверхность 
пересечения силовой трубки, определяемой двумя силовыми линиями, © по- 
верхностью одного проводника равна ширине 6 силовой трубки в месте ее 
окончания. Следовательно, заряд на этой поверхности пересечения будет 
- Е = 2; если от проводника исходит т силовых трубок, то пол- 


ный его заряд на 1 см дланы 


р 


т.о -- 
то если, кроме того, напряжение У между 


проводниками посредством * —1 эквипотенциальных линий разделено на 


1 т 
слоев“ 5$ = —, то емкость С = ‚ —— электростатическим единицам. 
ы г" 4 п 


49. Нужно найти предельное значение: а) с вещественным и Ъ) с чисто 
мнимыми 2, —2 и приравнять эти два выражения друг к другу. Это дает 
так называемые дифференциальные уравнения Коши-Римана 

г. 


ди _ 4%. ди __ 4% 
о иода 


дж 04 
Если продифференцировать их по х и соответственно по и сложить, то 
для и получается уравнение Лапласса; совершенно аналогично получают его’ 
и для 5. 

50. Что касается’ первой части заряда, то здесь достаточно заметить, что. 
при требуемых предположениях Г [Ё (2)] также является функцией от 2 с не- 
обходимыми свойствами регулярности, и что ее вещественная часть посто- 
янна также на соответствующих линиях 4. Емкости отображенного и перво- 
начального расположения равны; мы докажем это следующим образом: всякое: 

ак р 
комплексное число, а значит также и производную т отображающей функ- 
ции Л (5) в точке Р плоскости = мы можем написать в виде: 


аЕ = т.е. 42. 


Это выражает тогда собой то, что изображение АЕ каждого бесконечно малого. 
отрезка 42, проходящего через точку Р, получается из 42 путем растяжения 
его длины в” раз и поворота на угол 9. Угол между двумя линейными эле- 
ментами, проходящими через точку Р, а также отношение их длин остаются 
неизменными; поэтому это отображение посредством имеющей производную 
комплексной функции называют „конформным“. Из ортогональной квадратной 
сети, эквипотенциальных и силовых линий в А получается такая же сеть 
в В; число эквипотенпиальных и силовых линий, конечно, также останется 
неизменным; предложение следует из этих двух фактов, если принять еще 
во внимание задачу 47. 

51. Чтобы найти нулевую точку того отображения, которое переводит 
поперечные сечения двух параллельных проводников в конценхрические 
окружности цилиндрического конденсатора, построим окружность, которая 
окружности параллельных проводов в каждых двух точках пересечет подо 
прямыми углами. Точка пересечения этой вспомогательной окружности 
с прямой, соединяющей центры проводников, обладает требуемым свойством: 


если принять ее за нулевую точку отображения — › ова переводит эту вопо- 


могательную окружность в прямую, которая в силу правильного отображения 
Углов должна пересекать отображения обеих окружностей под прямыми 
углами. Из соображений симметрии следует, что две отображенные окруж- 
ности должны быть концентрическими. Емкость двойной проводки получается 


равной —. СаЗ/см, 
4 п т 


52. [ создается одним диполем (-Не при =0и —е при = так что 
е.1= а); 9— двумя противоположно ориентированными диполями, лежащими 
на оси =, момент которых а и расстояние между которыми 4, так что а. 4=8; 


А 
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подобным же образом 9 создается двумя диполями, перпендикулярными 
к оси 2. 

58. = 1 м. 

54. Г = 1,95 амперам; он в 3,6 раз больше рабочего тока. 

55. 0,35 сек.; нагревание медной проволоки составляет 0,1° С. 

56. На 23,3 вольт. \ 

57. Полный ток [= 3,1 амперам; полное сопротивление — 27,2 ом; полная 
мощность — 1730 ватт; добавочное сопротивление к 8-вольтовой лампе раз- 
няется 85,4 омам. 

58. 79%. 

В 
59. а) сопротивление шунта равно еж Ъ) добавочное сопротивление 
равно (и — 1) В. 
эВ 
60. К = —. 
В 
61. Сопротивленне вращающейся катушки должно равняться внешнему 
сопротивлению Ва- 


$ 


ь 
о 6 № = 
>. = Е В = =. 
2. В 420 ° 63. 159 ом 64. В ой 
с: С. 
в р. 
Е 4,55 + 4531 ы 4135 -- 459; 
2. с 
Е Е 
; 4,> -- 4591 з 4, -- 4551 
Е ыы 
ас» -- 431 
оеы-к ИОНИИ. (знак в зависимости от полярности пластин). 
4 15-453 
1 98 — 01 
===. Е ЕЯ Пе 
сзоб. = 4 а, я 4551 е 


Если проводимость с; слоя 1 равна нулю, то другой слой становится свобод- 
ным от поля и лежащая на нем’ пластинка конденсатора — свободной 
от зарядов; тогда у нас имеетея конденсатор с расстоянием между пласти- 
нами м диэлектрической постоянной ев, к которой приложено все напря- 
жение Г. 


4то 
67. Еели е есть заряд, сконцентрированный в момент времени &=0 
которая вы- 


е 
в малой сфере, то он создает на расстоянии т силу поля >. 


5 ве 
зывает плотность тока 1 = = ; * направлена радиально. Поток электричества, 


не имеет источников; электроны проводимости нигде не сгущаются и не 
разрежаются, а потому нигде не возникает зарядов. В то время, как при 
распространении тепла или диффузии раепространяющаяся субстанция „рас- 
ходитея“ на больший объем, дальнодействие электрического заряда отодви- 
гает находящиеся на различных расстояниях электроны проводимости как 
раз с такой силой, что среди них не возникает никакого сгущения. С мате- 
матической точки зрения сила, создающая поток, при распространении тепла 
или при диффузии есть градиент плотности текущей субетанция; в случае 
электричества, наоборот плотность дается применением операции градиента 
к движущей силе Е (е Чу Е = 4=>). 

68. Чтобы передать сигнал в определенный момент времени, мы должны 
перед этим заряд, сконцентрированный в малом шаре, предохранить от рас- 
текания посредством изолирующей оболочки, которая в данный момент уби- 
рается. Но уже перед этим на внешней поверхности оболочки появился бы. 
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индуцированный заряд, равный и противоположный заряду шара, в то время 
как одновременно на внешней поверхности большого шара возник бы инду- 
цированный заряд, равный первоначальному заряду. Устранение изолируощей 
оболочки не дало бы ничего, кроме соединения зарядов, существующих на 
ве двух сторонах, 
Ут. ) ве) т 

69. ие 20. Е=3 т: ея 

71. |ш | = 8,37.10%. 72. 4е1=24 В. 

73. См. задачу 14. 74. Дляа > Ь к [22 в 


с а 
„а =. Н ‘со == 3 
б=ч%-3р; магнитный момент грамм-молекулы равен УЗМЕС (М — моле- 


кулярный вес, В — газовая постоянная). 
5. |ш| = 916000, 
Н =-— 17350, 
в -==- 142100: 

Поверхностное расхождение М (‚поверхностная плотность магнетизма“) 
есть М со$ $; поверхностная плотность свободного тока 1 = сМ вш 9, где $ угол 
между направлением намагничения и соответствующим местом шаровой 
поверхности. Максимум свободного тока будет 17500 ампер/см. 


77 @т.) _ З (ит) (бит) 
иги 75 Г 


78. Горизонтально плывущая стрелка на магнитном экваторе находится 
в устойчивом, на магнитных полюсах — в неустойчивом равновесии. Разность 
энергий между этими двумя положениями равна 32,3 эрг. Вертикальная 
стрелка на одном полюсе находится в устойчивом, на другом полюсе в не- 
устойчивом равновесии; разность энергии для нее будет 129,2 эрг. 


79. С (шут) та. -- (пог) п; -- @июо) г — 5 вю "| ] 


Сила между двумя свободновращающимиея магнитными стрелками будет 


<“ 


— бить 
я 
80. 60000 маковелл. 


0,4% 
81. Ва = аЕы ре "9" 


$2. Для 8=0,1; 1; б мм, [В,4Г=55500; 33 400; 12000. 


Энергия в железе... .|` Джоулей 
Энергия в междужелез- 


ном проетранстве. ..|/ Джоулей 
Полная энергия Джоулей 


Коэффициент самоиндук- 
ИИ”. Генри 


268: Задачи с решениями 


88. Для 8=0,.1; 1; 5 мм, сила = 12,5; 4,5; 0,6 к. Если удалять полюса ^ 
друг от друга таким образом, что коэффициент самоиндукции 1, прорезан- 
ного кольца уменьшится на АТ, то энергия поля при поддерживании тока Г 


1 : 
постоянным уменьшится на 5 А 2. Поток индукции уменьшится на АФ =" 


= АТ; вследствие этого возникает направленная противоположно току э. д. с. 


самоиндукции Т=— Е 


полная работа которой / У — 
1 
НАТ —= 41,12 подводится кв батарее, питающей кольцевую катушку. 
Механическая работа, затрачиваемая во время процесса, будет, следова- 
и 
тельно, 42-1; ее величина равна уменьшению энергии поля; к батарее 


переносится удвоенное количество энергии. 
84. 1,67 дин/см. 85. а = 4.15; 1 мн на шкале = 0,081 мА. 
86. 1,3 в. — 87. У=з[УВ] -10-3\У. — 88. 0,6 пу. 
89. Выделение тепла 5,6 .10—” кал/сек; средний момент вращения 1,6. 10“ 


тр. вес. см; максимальный момент вращения 15,2. 107“ гр. вес. см. 
90. Если В означает сопротивление проволочного кольца, то 


«тт? Н. 


о 10-8 вп оё = 20,6 вп ®ё щА. 
Сила поля, направленная нормально к плоскости кольца, будет 
Е 
Н’ = р - 10-5 оё = 1,3 .10-3 зщ оё эрстед; 


составляющая результирующей силы поля в центре кольца, параллельная 
земному полю, будет 


2 
н (1+ Вт". .10-® в о сов #) 
нормальная составляющая 
Эт 


.10-? 812 
та 10° 8112 ®& 


Н. 


Магнитная стрелка, помещенная в центре кольца, отклоняется на угол 
а С2 1” в направлении вращения кольца. 


т20 т 
91. В. = 55-6 -1-п-Н-10 *— В ом, 
92. 1490 кал/мин. \ 
98. Гон = 0,354 А; у = 89°54,5’ (фаза тока впереди); рабочая мощность == | 
= 0,0125 \; безваттная мощность = 6,177 У. 
94, а) 1. 0140); Ъ) 159°/%, 19/о: \ 
95. а) Следует разложить вт (“+3) и вп (= +); Ь) величина силы \ 


поля остается постоянной; ее направление вращается с угловой скоростью о; 
$ 


96. 1—=1(1—1 ®); т; 8+. 


Искомое время: 6,9 сек. 
97. а=3/Л мм. 


98. а) 7,5 \/см; 2,5 107" эрстед; Ъ) 0,39 Ум, 13.10-® эретед. 
99. Если Е и Н суть решения уравнений Максвелла для пустоты, то эти 
уравнения удовлетворяются также векторами } 


Е=—Н и Н*=Е. 


Решения 269 


или в уравнениях 194а, Ъ, с и 195 и заменить вектор Е вектором Н и век- 
ор Н вектором — Е, то получается излучение магнитного диполя р. В слу- 
ае плоской катушки © числом витков я, поверхностью {Ё и током 1, 
я 
с 


[#2 
100. Световое давление будет 32; для солнечного излучения оно соста- 


тяет на земной поверхности 2=5.10-М ж/м? ‹<2 5.10-8 дин/ем?, 
1 он, ОН, 4т 


едует 
: м 1 
Е = мн, = — 5 [;, > № 


9% 
] 1 |1 0 1 ди, 1 д з 
р Е ди ОИ + эр в, |; 


‘едовательно, в среднем по времени 


ев то 
= — 5 9 (И НЕ) 
т, д. 


Е. СВОДКА ФОРМУЛ И ОБОЗНАЧЕНИЙ. 


А. Векторы и векторные поля. 


Векторы всюду обозначены жирным шрифтом, как А, У ит. Д. 
Их составляющие по координатным осям обозначены через А,, А, А, 
их величины через | А |, |У| или также через А, ®. Скалярное про- 
изведение пишется АВ или, когда это требуется для наглядности, (АВ). 


Векторное произведение изображается прямоугольными скобками [АВ]. 


Г. ВЕКТОРЫ. 


а, = а, 003 (3, 2) --а, 003 (3, у) -- а, 00$ (3, 2) (5) 
АВ =А,В,--А,В,--А,В,. (14) 
Е Ва < 
[АВ] = — [ВА] =| А, А, А, |. (20) 
о В. в, В, 
Объем параллелепипеда, построенного на трех векторах А, В, 0, 
будет -а 
А, № 
А [ВС] = В [СА] = С[АВ] =| В, В, В, (23) 
с, ©, 6, 
А [В6] = В(А6)—6 (АВ). (24) 
а аА. ав 
АВ] = [Ч в|-+ Аз |. (32) 
П. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ. 
Градиент: 
пад] к (84) 
ь 
/ (ста 9. 48) =9.— 9. (35а). 
Расхождение: : 
Чу У == р: 


05 


{2 


ду ду 
А 41 
Ра бе 


— 


Векторные поля 


Теорема Гаусса: 


т уа%. 
Теорема т" 


[+5 рые Гы ФАо-- (стад $, втаа о) 
ГГ =- | “= [влада 


Потенциал точечных источников © отдачей 4хе,: 


т У = — 5та4 о. 


7”; 


Двойной источник момента та: 
. 1 (иг) _ п |. 608 ый 
ф= — (*, вга4,- ве те и Р 
5 


Поверхность разрыва; 


е= | [аь— |] + (в ета, ,) аГ,о- 


Равномерный двойной слой: 


ф [48, г] 
=—.3 ЕВ" 
Вихрь: 
0, 96 Г 9% 0% 
ит 


Теорема Стокса: 
4 уаз = |) (гоф у)„ аЁ. 


Вычисление у из его источников ри вихрей ©: 


зиме Г. 


Правила вычисления: 
Ч УФА = Фу А РА стадо 
10$ ФА = гоф А -|- [ета о, А] 
9х [АВ] =В го А —А го В 
го{ го$ А = стад (у А — АА 
т0ф [АВ] = (В стаа) А — (А бтаа) В-- А 9 В — ВаМА. 


(44) 


(45) 


(48) 


(58а) 


(605) 
(63) 


$ 18 


Сводка формул ш обозначений 


В. Электродинамика. 


Уравнения Максвелла для покоящихся тел ($ 52), имею- 


щие всеобщее значение; 
кн ат 


ме В 
С 

ФУ Э = 4тр 

Фу В = 0. 


Н — сила магнитного поля, 
Е — сила электрического поля, 
Ю — днэлектрическое смещение, 
В — индукция, 
1— плотность тока, 
р— плотность (истинного) заряда. 


При векторах: 


Р — диэлектрическая поляризация, 
М — интенсивность намагничения, 


Э=Н-|- 4-Р, 
В—=Н-|- 4^М. 
Следовательно, согласно (Ш) 
Фу Е = 4т (р— м Р). 


Явления в изотропных веществах характеризуются 
этих веществ 


1—0 (В-- 8®), 
Р = Х... В; = 2, 
с — электропроводность, 
Е® — сторонняя сила, 
/.„.-— Коэффициент электризации, 
е—=1-|-4ту,, — диэлектрическая постоянная. 


В неферромагнитных веществах: 
М=»,-Н; В=ьн 
х„— магнитная восприимчивость, 
и=—=1- 4тх„, — проницаемость. 
Уравнение энергии. Из (Г) до (УИ) следует 
1 


— — =— Е -ына = Фу 5-Е а). 


(86) 
(120) 


(32) 
постоянными 


(У) 
16) 


СО 


`(12та) 
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Плотность энергии поля: 
и Е ьН9. аэть) 
Вектор Пойнтинга. 
= [ЕН] (128) 
Химически-термическая отдача: 
(Е) = — —(18°)). (1825) 


Волновое уравнение. Для однородной, незаряженной среды 
(в, р, с постоянны в пространстве, В® =0, р=0); 


2 038 4ко»ь ОЕ 


= = 5; = АВ, (1546) 
Отсюда для изоляторов: 
скорость распространения поля 6 = — д (153а) 
показатель преломления в = Уз. . (1536) 
В проводниках: 
глубина проникания 4 == Г . и. (1575). 


С. Дальнейшая детализация от (Т) до (УП). 
Квазистационарные поля. Пренебрежение в уравнении 
Г членом - ) равнозначно допущению @ 1=0 и допущению бес 


конечно болышой скорости распространения № (теория технических 
переменных токов $$ 55 до 61). Для квазисионарного тока Г 
коэффициент самоиндукции Г. определяется магнитной энер- 
гией поля 


=. Й ыНа = 2. 


Стационарные поля: \ 
Ь=0, В=0. 
Е не имеет вихрей, & потому может быть выражено через потенциал $ 
Е = — отад ф 
той в- = @ те. го6 М). (48 до 48). 


(#8 Абратам-Беккор. — Теория электр, 


274 Сводка формул и обозначений 


Статические поля: 


р=0; В=0; 1=0. 


Ни поле Е, ни поле Н не имеют вихрей и существуют независимо 
друг от друга: 


($ 47) 


магнетостатика: Фу Н = — 4х ЧУ М 
электростатика: 1% (г) = 4то 


В однородных изоляторах (з не изменяется от точки к точке) 


— ам Е = до = — "р. 


Потенциал точечного заряда е на расстоянви 7 равен 


\ 
Потенциал прямой с зарядом е на 1 см на расстоянии а: 


9=—= № а. ($ 48) 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


А 


Абсолютная электростатичеекая си- 
стема единиц 63 

Аксиальный вектор 59 

Ампер (единица силы тока) 161 

Ампера гипотеза круговых токов 142 

Антисимметричный тензор 55. 

Анериодический разряд 183 


Б 


Барометрическая формула 104 
Безваттеая мощность 180 
Безвихревое векторное поле, нигде 
не имеющее источников и исче- 
зающее в бесконечности 32 
Безвихревое поле 24, 31 
Беспроволочная телеграфия 234 
Био-Савафа закон 133 
Больцмана постоянная 103—14 


Вековое уравнение 57 

Вектор 9 

Вектор эжеиальный 

Вектор единичный 11 

Вектор излучения 149 

Вектор Пойнтинта 149 

Вектор полярный 

Вектор основной 11 

Векторы составляющие 

Векторная ‹ диаграмма (переменных 
токов) 178 

Векторная диаграмма двойного про- 
вода 215, 216 

Векторное поле 20 

— — вычисление его по его источ- 
никам и вихрям 45 

Векторкый потенциал 45, 131, 133, 
134 

Векторное нроизведение векторов 15 

Веклоры 9 

Векторы, вычитание 10, внешнее 
пронзведение 15, внутреннее про- 
изведение 14 

Векторы, их равнодействующая 

Векторы, сложение 9 

Взаимной индукции 
168, 169,. 171, 172 

Вихрь 40 


коэффицие т 


ъ 


Вихрь векторного поля 40 

Внешнее произведение векторов 15 

Внутреннее произведение векторов 14 

Волны вдоль идеальных проводни- 
ков 212—217 

Волны вдоль проводов при конеч- 
ном сопротивлении последних 
217—223 

Волны электроматнитные в однород- 
ном диэлектрике 186 

Волны электромагнитные в однород- 
ных проводеиках 191 

Вращение твердого тела, 18 

Вращения момент 17 

Вольт (единица напряжения) 160 

Восприимчивость магнитная 136 

Время релаксации 120, 192 

Высокочастотное нагревание 207 

Вычитание веклоров 10 


г 


Гальваническая цепь 125 * 

Гаусса метод 128 

Гаусса система едикиц . 157 

Гаусса теорема 24 

Генри (единица самоиндукции) 162 

Герца решение 229 

Гидродинамическое изображение век- 
торногхо поля 20 к 

Ристерезиса петля 139 

Главная дизналь матрицы 54 

Глубина проникания волеы в про- 
водник 195 

Градиент 24, 30 

Гринс теорема 


д 


Двойной слой 34, 36 . 
Двойной слой магнитный 132, 133 
о слой однородный 38 
ойные источники 30 
Двойные слои, расположенные по 
поверхности 34 
Декремент логарифмический 184 
Детерминантная форма векторною | 
умножекия 17 
Деформация оимметричная 58 
Джоуля закон 117—118 
Джоуля тепло 117 
Дизмагнетизм 137 


976. Предметный указатель 


Дистрибутивный закон скалярного 
умножения 15 

Дифференцирование векторов 19 

Дифференцирование по координатам 
точечеото источника 31 

— — — точки наблюдения 31 

Диэлектрики 76 

Диэлектрическая постоянная 76; 81 

ых Е 

Единичные векторы 11 

Единицы измерения электромагнит- 
ных величин 156 

Емкость двойного провода 207, 210 

Емкость плоского конденсатора 67, 68 

Емкость шарового кокденсатора 67, 68 

- Емкость эллипсоида, 69, 72 


3 


Заряд истинный 81 
Заряд свободный 81 
Заряд электрический 69 
Затухание излучения 235 
Земной индуктор 144 


'Избирательное поглощение 190 

Излучение атомов 235 

Излучение осциллятора 238 

Излучения вектор 149 

Изображения сила 73 

Изолятор 65 

Импульс излучения 251 

Икдуктор земной 144 

Индукции закон Фарадея 143, 148 

Индукция магнитная 140 

Индукция электрическая 73 

Интеграл по кривой 22 

Искажение (в телефонии 217) 

Истинный заряд 81 

Источники 24 

Источники двойные 39 

Источеики, расположенные по’ по- 
верхности 34 

Источники точечные 27 


К 


Квазистационарные процессы 150 
Клаузиуса-Мосорти формула 103, 107 
Количество электричества 62 
Коммутативный закон скалярного 
умножения 15 
Конденсатор плоский 67, 68 
Конденсатор шаровой 67, 68, 88 
Коещентрационная цепь 122 
Координаты полярные, векторные 
формулы для них 51 
Координаты цилиндрические 50 
Кососимметричный тенаор 55 
Коэрцитивная сила 139 
Коэффициент поглощения 193 


Коэффициент взаимно 
168, 171 ; 
Коэффициект электризащии 80 
Криволинейные ортогональные коор- 
динаты 41 
Кулон (единицы заряда) 161 } 
Кулона закон 63, 157 
Кюри-Вейса закон 140 
Кюри закон 137, 140 
Кюри точка 140 
Л 
Лапласа оператор 26 _ 
Лапласа уравнение 28, 486, 80 
Логарифмический декремент 184 
ЛиЕеии поля двойной проводки 138 
Линии поля идеально-жесткого ци- 
линдрического магнита 141 


Магнетизм осталочный 139 

Магнитная восприимчивость 136 

Матнитная индукция 140 

Магнитная проницаемость 148 

Маггитное насыщение 138 

Магнитное поле в пустоте 128, 130 

Магнитное поле постоянных токов 130 

Магнитный двойной слой 131, 132 

Магнитный момент 128, 129 

Магнятострикция 158 

Максвелл (единица матеитного по- 
тока) 161 

Максвелл натяжения 110, 114, 156 

Максвелл натяжения в магнитном 
поле 151 

Максвелл соотношение 190 

Максвелла, тензор 111, 156: 

Максвелла уравнение для неподвиж- 
ных тел 146, 149 

Матрица 54 

Матрица аетисимметричная 55 

Матрица квадратичная 54 

Матрица симметричная 54 

Международные единицы 168 

Механическая сила на поверхноста 
диэлектрика 106 

Механические силы в поле 97. 

Момент вралцения 17 

Момент электрический двойного слоя 
36 

Момент электрический диэлоктриче- 
ского шара в однородном поле 85 

Момент электрический роя зарядов 96 

Момент электрический шарового про- 
водника в однородном поле 76 

Момент системы источенков 29 

Мощность переменном тока 179 


Н 


Намагничение 1386. 
Насышение магнитное 136 


индукции 


Предметный указатель 277 


Напряжение электрическое по кон- 
туру 145 
Натяжения Максвелла 107, 147 
0 


Ом (единица сопротивления) 162 

Ома заков 114, 117 

Оптический показатель ие ления 
190 

Основные векторы 11 

Остаточный магнетизм 139 

Осциллятор 238 

Отдача поля 25 


п 


Е 
Параматнетизм 137 
Периодический разряд 183 
Плоская величина 16 
Плоскость поляризалкии электромах- 
нитной волны 119 
Плотность зарядов 89 _ 
Плотность силы магнитной 155 


ПлотЕость силы электростатической 


100 

Тлотность тока 116 

Поверхностная плотность 34 

Поверхность расхождения вектора 35 

Поверхностный вихрь 141 

Поверхность разрыва 37 

Поглощение избирательное 190 

Поглощения коэффициент 193 
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